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AVANT-PROPOS DE L'ÉDITION DANOISE. 



Je me suis efforcé, dans cette Histoire des Mathéma- 
tiques, de mettre principalement en relief ce qu'il 
importe aux étudiants et aux professeurs de savoir. 
L'essentiel n'est pas, pour eux, de posséder un grand 
nombre de détails historiques, de connaître le premier 
qui découvrit telle ou telle vérité, qui préconisa telle ou 
telle méthode, mais, bien plutôt, de pouvoir apprécier 
exactement les formes sous lesquelles vérités et mé- 
thodes se manifestèrent — et quelles applications en 
furent faites; et, par la même occasion, la notion pré- 
cise de ces origines sera la condition indispensable pour 
comprendre la lente évolution des formes, jusqu'à don- 
ner aux Mathématiques leur physionomie actuelle. 

En insistant particulièrement sur ce point je me 
trouve, d'ailleurs, en conformité parfaite avec le pro- 
gramme pour l'examen du professorat des Mathéma- 
tiques : on y exige, en effet, « un bref aperça sur 
l'Histoire des Mathématiques, outre lequel le candidat 
est tenu d'avoir fait connaissance, directement, avec les 
Éléments d'Euclide et la Géométrie de Descartes ». Or 
cette exigence indique assez nettement que l'on réclame 
du candidat, pour les faits historiques, une intelligence 
que la notion des Mathématiques du passé pourra seule 
lui procurer. 

Mais ce Volume traite uniquement de l'antiquité et du 
moyen âge : aussi, sur les deux écrivains nommés, 
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n'aurai-je à m'occuper que d'EucIide. Alors, à chaque 
citation, je joins un renvoi précis à la proposition cor- 
respondante, j'explique les passages où nous pouvons 
apprendre quelque chose, et je m'efforce d'entraîner 
une féconde appréciation de cet auteur; après quoi, et 
d'une manière aussi compréhensible que possible, j'essaie 
de profiter de cette connaissance pour rendre ce qu'il me 
faut rapporter des autres écrivains, de ceux-là, préci- 
sément, que les lecteurs n'ont probablement jamais eus 
entre les mains. Et si j'ai utilisé les Éléments d'Euclide 
pour expliquer les formes logiques que les mathémati- 
ciens grecs observèrent si strictement, je ne m'en suis 
point tenu, cependant, au sens qu'elles avaient pour les 
Grecs : dans les additions en petit caractère j'en examine 
la signification intrinsèque, ce qui, je l'espère, permet- 
tra aux futurs maîtres de pouvoir discerner, parmi ces 
formes, la part qu'il faut conserver et celle qu'il faut 
abandonner. 

Dans ces conditions, et sans avoir l'intention de don- 
ner à Texposé historique de bien larges dimensions, il 
fallait néanmoins que le cadre fût le meilleur et le plus 
sûr possible : au reste, cette tâche m'était singulière- 
ment facilitée par les Leçons d'Histoire des Mathéma- 
tiques de Cantor, Ouvrage qui rapporte tous les faits 
d'une manière extraordinairement complète et digne de 
foi. J'en fis encore. mon profit au cours des recherches 
spéciales que comportait le plan de mon livre : sans 
doute, je devais, de préférence , emprunter les matériaux 
de ces recherches à l'étude directe des principaux ma- 
thématiciens des époques traitées, mais, au cours de celte 
étude même, les extraits de Cautor devaient m'initier 
d'une manière excellente aux objets nécessaires, même 
quand je dus, par la suite, comprendre et utiliser ces 
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en particulier : c'est dans mon Ouvrage sur la Théorie 
des sections coniques dans t antiquité (KgL Danske 
Videnskabernes Selskabs Skrifter, 6®R3ekke,3® Bind, i885. 
Edit. allemande de R. v. Fischer-Benzon. Copenhague, 
Andr.-Fred. Hôst et Son, 1886). Sans doute je ne traite 
là que de la Géométrie supérieure dans l'antiquité : mais 
celle-ci se rattache très étroitement, bien entendu, aux 
Mathématiques élémentaires, et j'ai dû, par conséquent, 
donner les raisons de ma conception de ces Mathéma- 
tiques dans leurs parties essentielles — à son tour, 
cette conception est étroitement liée à presque toute la 
matière traitée dans le présent Volume. 

Aussi vais-je me contenter de citer ici les savants dont 
les Travaux sur l'Histoire des Mathématiques ont influé, 
d'une manière ou d'une autre, sur mes propres études, 
et par là sur le présent Ouvrage : Chastes, Bretschneider, 
Hankel, Cantor, P. Tannery^ Heiberg^ Allman {^), puis 
encore, comme éditeurs, traducteurs et commentateurs, 
Heiberg, Hultsch, Werthcim, Colebrooke, Woepcke, Bon- 
compagni. 

Cependant, à ces citations générales, et à celles qui se 
trouvent déjà dans ma Théorie des sections coniques dans 
l'antiquité, il me faut ajouter encore les suivantes : c'est 
à P. Tannery (Géom. grecq., p. 89 et suiv.) que je dois 
l'explication (p. 25-26) de ce qui est rapporté de la 
Géométrie de Thaïes, ainsi que l'explication (p. 5i) de 
la proposition de Pythagore que « les choses sont 
nombres » (Géom. gr., p. 124); enfin, le solide et spi- 
rituel Ouvrage du même auteur. Recherches sur l'Astro- 
nomie ancienne (Paris, 1893), ne m'est tombé entre les 



(•) Le vaste Ouvrage de Loria, Le Scienze esatie nelVantica Gracia, 1-2, 
ir^talt pas encore paru. 
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mains que lorsque l'impression dé mon livre était déjà 
commencée, mais il m'a permis néanmoins de refondre 
les paragraphes non encore imprimés sur la Géométrie 
calculante et la Géométrie sphérique des Grecs. Toute- 
fois, dans un livre comme le mien, je ne pouvais utiliser 
qu'avec prudence ce que cet auteur qualifie lui-même 
expressément (ï hypothèses ; je ne le pouvais même point 
lorsque ses explications me semblent les plus naturelles, 
mais quand il s'agit cependant de faits sur lesquels la 
littérature conservée de l'antiquité ne nous fournit pas 
de données suffisantes. 

Copenhague, septembre 1893. 
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Kdition allemande. 



'• A\<\^^ ^^^^t-propos qui précède Téditi 

Comme \ ^^ ^^ ètaVt Fugitivement destiné à servir a 

) àanoVse, ce^ ^^^^ Université: conformément au pi 

I èludianls de ^^^^^^ pour le professorat dans cette U 

/ gvamtn^ d^ paragraphes très importants dans no 

vcrsité, ^ constitQ^'^^ presque un commentaire d 

exv^ositio ^^^^^ijje; aussi nous supposons ici que le h 

Elémen j^esure de vérifier lui-même les passa^ 

teur es ^^^ Éléments. Nous pensons, toutefois, q 

^'^^^ . ,^ i^pu narticulier ne doit pas être un emp 
ce but un p^" v '^ f 

* X r^p fiue ce traite serve également a I étrange 
rhement a ce Hu^ ^ ^ 

ur arriver à bien comprendre 1 évolution d 

car, F ^^jques, il faut au moins connaître, d'après To 

1 l'/TPiivreaui joua le rôle capital durant toute cei 

livolution. , .. , j 

r aui, peut-être, devrait me donner davantage 

' fl ^chîr, Vest mon essai de vulgariser un Ouvrage bi 

^^ ^ e en dehors de la sphère à laquelle je le destina 

^^'^^^ d'abord, alors que cet Ouvrage, au point de vue 

^^• f ire, est fondé sur les travaux des contemporain 

^ ^ riendant, ce livre est bien le fruit du labe 

^ \ . 1 g^ personnel d'un ordre plutôt mathématiqu 

!^^^^ oir d'une étude approfondie des grands écrivai 

^ ^^1 nt les périodes dont il est parlé. Ainsi, p 

P^"^ pie, dans cette étude, je n'ai pas voulu me co 
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tenter de savoir que tel ou tel écrivain connaissait telle 
ou telle proposition, non plus que d'établir qu'il la 
démontrait de telle ou telle manière; mais, d'une façon 
plus précise, je me suis efforcé de comprendre pour- 
quoi, étant données les conditions de l'époque, 
la proposition et sa démonstration devaient revêtir telle 
ou telle forme : or cela m'a coûté personnellement assez 
de temps, assez de réflexion pour que j'aie le droit 
d'estimer utile d'en exposer les résultats, pour ceux du 
moins qui ne sont pas en situation de disposer du temps 
et du travail nécessaires à pareille étude. 

D'ailleurs la tâche que je me suis imposée coïncide, 
en plusieurs points, avec celle qu'a accomplie Hankel 
dans son livre ZurGeschichtederMalhematik im Altertum 
und Mittelaller (Leipzig, 1874), et je me hâte de faire 
remarquerque c'est précisément cet intelligent Ouvrage 
qui sut éveiller en moi le goût de telles études. Mais j'es- 
père, cependant, que mon travail ne sera point superflu, 
car, d'une part, une mort prématurée empêcha Hankel de 
tr^iiter plusieurs des parties les plus importantes et, en 
second lieu, j'ai pu m'appuyer sur des recherches histo- 
riques plus récentes qui permettent, sous maints rap- 
ports, d'arriver à des résultats tout autres que les siens : 
d'ailleurs, parmi les écrivains du temps présent, Paul 
Tannery est celui dont j'ai cru devoir le plus fréquem- 
ment m'approprier les vues. 

Le plus important des changements entrepris dans la 
présente édition consiste en ce que j'ai pu m'appuyer, 
pour l'époque de Héron, sur les renseignements les plus 
modernes, et qui, du reste, s'accordent si bien avec l'im- 
pression que nous donnent les Ouvrages conservés de 
cet écrivain; ici, enfin, plus que dans l'édition danoise. 
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j'ai pu tenir compte des Recherches sur V Astronomie 
ancienne de P. Tannery. 

Je désire, en terminant, exprimer ma satisfaction que 
cette traduction ait été exécutée par la main experte et 
soigneuse du professeur v. Fischer-Benzon. 



H. -G. Zeuthen. 



Copenhague, juillet iBgS. 
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L'édition que M. Gauthier-Villars veut bien publier 
en français m'a permis de faire les additions et les cor- 
rections que peuvent nécessiter les progrès effectués, 
dans la connaissance de l'Histoire des Mathématiques, 
depuis l'apparition des autres éditions. 

Je citerai, en première ligne, ceux qui sont dus à 
M. V. Braunmûhl et qui sont consignés, en particulier, 
dans ses Vorlesungen ûber Geschichte der Trigonométrie, 
vol. I, 1900; au reste, les raisons que j'avais pour mo- 
difier un de ses résultats sont exposées dans un article 
de la Bibliotheca mathematica, 3*^ série, t. I. De même, 
j'ai pris en considération l'explication de M. Hultsch à 
propos des racines carrées d'Archimède, et il fallut tenir 
compte des quelques remarques critiques faites par 
M. Curtze dans une mention de l'édition allemande. 
Enfin, l'observation sur un calcul d'Hérodote (p. 46) est 
due à M. Heiberg. 

Je dois encore remercier M. Jean Mascart pour les 
grands soins qu'il sut apporter afin de rendre bien 
exactement ma pensée; et les lecteurs, j'en suis sûr, 
sauront gré, comme moi, à M. Paul Tannery : ses antio 
tations, marquées (T.), malgré leur étendue restreinte, 
comportent toutes des renseignements aussi intéresst^Tvts 

qu'importants. 

H.-G. Zei3Tïi«^^- 

Copenhague, septembre 1901. 
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INTRODUCTION. 



1. — Mathématiques préhistoriques. 

Dans un Cours historique se pose toujours cette question : 
Où commencer? 

On peut partir de l'instant où s'offrent des données effec- 
tives, dignes de foi, qui entraînent immédiatement une con- 
naissance positive, certaine : c'est alors à l'historien d'établir 
exactement cette conséquence. 

On peut encore partir de \di préhistoire, qu'il faut alors dé- 
duire d'une foule de renseignements et de faits extrêmement di- 
vers qui, pris séparément, ne peuvent avoir la valeur historique 
de véritables sources. Dans ce cas, les données les plus voisines 
de l'Histoire proprement dite sont les traditions et légendes sur 
les mœurs et les événements, transmises par les plus anciens 
documents et concernant des époques plus lointaines encore. 
L'explication de ces légendes doit s'étayer sur des décou- 
vertes d'objets produits et employés à ces époques reculées, 
découvertes dont la signification s'éclaire en les comparant, 
en les situant, quant aux temps et aux lieux, pour contri- 
buer, en revanche, elles-mêmes, à élucider les rapports qui 
ont existé entre les lieux où on les fait et à déterminer la 
succession, dans le temps, des races qui utilisaient ces ob- 
z. 1 
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jets; et, ce qu'on peut dire, à ces divers points de vue, des 
objets matériels sauvés du passé, on le peut également dire 
de ces mots que Ton rencontre en différentes langues connues, 
vivantes ou mortes, et dont Tâge peut être ainsi fixé : ils attes- 
tent l'antique notion des idées auxquelles ils correspondent. 
Pour mettre en œuvre les matériaux acquis de la sorte, 
il faut recourir à d'autres ressources. Veut-on se faire une 
idée de la manière dont un objet a été produit et utilisé? 
dont une conception s'est formée, puis rattachée aux autres 
notions déjà existantes? Il faut savoir tout d'abord, d'une 
façon générale, comment un fait de cette nature peut avoir 
lieu et comment, étant données les ressources et les idées du 
temps telles qu'on peut se les représenter, il put effectivement 
être réalisé, et cette estimation est souvent malaisée, sur- 
tout pour un homme civilisé de nôtre temps accoutumé de se 
servir des moyens d'action actuels, tant matériels qu'intellec- 
tuels, ou de commodités qu'il s'est appropriées — sans même 
savoir exactement de quelle utilité elles lui peuvent être, non 
plus que celles qu'il pourrait ou non facilement remplacer. 
Pour avoir des données à cet égard, nous avons : d'abord, la 
ressource d'observer nos propres enfants et, d'autre part, les 
peuples non civilisés — ou autrement civilisés que nous; 
mais ce que révèle la préhistoire nous sert ici de récompense 

ê 

et nous aide à mieux comprendre le développement de la 
connaissance chez l'enfant, ainsi que les mœurs et usagés des 
divers peuples. 

On voit donc que, historiens et archéologues de profession, 
naturalistes et philologues classant, les premiers leurs trou- 
vailles, les seconds les vocables d'après leurs âges et leurs rap- 
ports respectifs, pédagogues, psychologues, théoriciens de la 
connaissance, ethnographes, tous, doivent apporter leur con- 
tribution à une étude de la préhistoire. Si celle-ci porte 
sur une spécialité, c'est au spécialiste en question d'établir 
personnellement l'intime rapport des faits qu'on lui livre 
pêle-mêle; mais tous les savants énumérés ci-dessus trouve- 
ront à gagner, chacun pour leur branche, aux études préhis- 
toriques ainsi dirigées. 

Les Mathématiques ont aussi leur préhistoire, non des 
Moins importantes. 
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Réduite à une matière étroite et bien délimitée, cette préhis- 
toire peut conduire à des résultats relativement sûrs et clairs : 
on y apprend la manière dont les premiers peuples traitaient 
les grandeurs au moyen de nombres et de représentations 
géométriques, et c'est cela même qui nous permet de com- 
prendre comment ils purent s'asservir la terre, qui nous 
facilite ainsi l'utilisation des renseignements que nous trou- 
vons par ailleurs sur leur vie et leur activité. En nous mon- 
trant la base sur laquelle l'humanité devait édifier, plus tard, 
toute une mathématique mieux ordonnée, elle nous aide 
considérablement, somme toute, à pénétrer davantage le 
principe des premiers et plus importants concepts de cette 
Science, principe qui relève delà théorie de la connaissance. 

Pour mettre en lumière la préhistoire des Mathématiques, 
il faut chercher chez les philologues quel est l'âge des déno- 
minations des nombres les plus simples et quels moyens sont 
employés, en diverses langues, pour exprimer les nombres 
groupés par dizaines, vingtaines, etc., ou de quelque autre 
façon que ce soit, qui puisse servir à la division de mesures ou 
de monnaies (systèmes duo-, sexto-décimal, ...); il faut re- 
chercher dans les inscriptions et les vieux monuments écrits les 
désignations, d'abord des nombres simples, lesquelles, pour 
la plupart, aux plus lointaines époques, consistent en une 
marque ou un signe pour chaque unité; ensuite, les signes 
moins siïnples des nombres composés qui, par exemple, peu- 
vent être figurés par répétition d'un signe pour chaque unité 
décimale — comme chez les Romains — ; il faut découvrir la 
trace première de l'emploi de ces signes, ou encore de moyens 
mécaniques pour l'exécution des calculs simples — et il est 
même possible de retrouver des signes d'opérations jusque 
dans récriture idéographique des anciens, comme dans les 
papyrus égyptiens où une patte d'oiseau, selon son orien- 
tation, indique très clairement si un nombre est à ajouter ou 
à retrancher, bref joue le rôle de nos signes -h et — . 

Quant à la conception de l'espace, le premier dessin que 
nous allons rencontrer. sera la preuve qu'on se représentait 
des figures, dont les unes sont en petit ce que les autres sont en 
grand, c'est-à-dire des figures semblables ; et ce témoignage est 
d'autant plus probant que, la perspective ne pouvant être alors 
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connue, l'imitateur tendait à obtenir une similitude réelle, 
encore que souvent avec peu de succès. Cette intention doit 
nécessairement avoir été consciente si l'imitation présente le 
même nombre de dimensions que l'objet modèle, que ce soit 
une sculpture, par exemple, ou bien encore un objet qui, 
représenté par ses lignes de contour sur un plan, est lui- 
même plan ou peut être considéré comme tel. L'exemple 
vaut, principalement, si ladite représentation constitue par 
elle-même un modèle, comme une carte ou le devis d'un 
bâtiment, et d'autant mieux encore si Ton y peut voir un 
essai de figure géométrique. Au reste, pour l'application de 
pareilles figures à des buts pratiques, aux besoins de l'homme 
ou bien à l'enseignement des enfants, il est évidemment 
indifférent qu'elles soient dessinées un peu plus petites 
ou un peu plus grandes : nous aurons donc là, bien avant 
qu'il ait pu être donné de définition précise des figures sem 
blables, une preuve de leur emploi conscient. 

Une chambre funéraire de l'Egypte ancienne, de décoration 
inachevée, montre comment cette représentation a conduit 
jusqu'à méthodiquement obtenir la similitude. On y voit, en 
effet, que, pour reporter une image sur la muraille d'après 
une nouvelle échelle, on divisa cette muraille et l'image 
modèle en carrés, au moyen de deux systèmes de parallèles, 
puis que, dans chaque carré de la muraille, on inscrivit ce qui 
se trouvait dans le carré correspondant du modèle. En réalité, 
ce procédé consiste à appliquer des coordonnées rectangu- 
laires exprimées en nombres entiers, en prenant pour unité 
le côté du carré : sont alors déterminés comme points cor- 
respondants ceux dont les deux coordonnées, chacune à cha- 
cune, se trouvent dans un rapport donné. 

En poussant plus loin l'investigation des anciennes repré- 
sentations ou décorations on doit surtout rechercher les 
figures qui nous peuvent révéler la notion de quelques con- 
structions géométriques simples, ou qui témoignent tout au 
moins d'une conception géométrique des figures. On ren- 
contre certainement des essais de perpendiculaires et de pa- 
rallèles dès l'enfance même des civilisations ; chez des peuples 
plus développés, on a construit sûrement ces lignes par des 
moyens mécaniques (au début, peut-être, par des moyens 
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^Lrait en vain l'emploi du pentagone ou du décagone régu- 
Uers figures dont la construction est aussi plus compliquée : 
on ne rencontre pas une seule fois ces polygones sur les 
v^eux monuoients d'Egypte. 

Les restes de bâtisses conservés ont une non moindre si- 
o-nification que celle des dessins. Même aux premiers degrés 
du développement des peuples on remarque l'effort qui tend 
à donner au plan une figure déterminée, rectangle ou cercle; 
dans les constructions plus parfaites, comme les temples et 
les pyramides d'Egypte, on dut recourir à des procédés géo- 
métriques pour établir les angles droits, ce dont il faut d'au- 
tant moins douter que les constructions sont exactement 
orientées aux points cardinaux : on savait donc tenir compte, 
pour obtenir cette orientation, de la culmination du Soleil.' 
Les formes des pyramides témoignent de la notion de figures 
géométriques déterminées, et il fallut une grande précau- 
tion pour en assurer la configuration exacte, de même qu'une 
entente très sérieuse de la mécanique était indispensable 
pour obtenir l'équilibre de monuments aussi puissants que 
les temples égyptiens,fermes jusqu'à présent sur leurs bases, 
ainsi que pour le transport et l'érection des obélisques. 

Je me suis efforcé d'exposer ici ce que l'on doit entendre 
par prébisloire de la mathématique et d'indiquer quelques- 
uns des moyens par lesquels on peut l'étudier; j'espère, en 
même temps, avoir fait comprendre quelle peut être l'impor- 
tance de cette étude, mais la brièveté de ces leçons ne me 
permet pas d'investigations plus complètes et plus rigoureuses 
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sur ce terrain : non seulement je dois dépasser les mathéma- 
tiques préhistoriques mais aussi, en majeure partie, les 
mathématiques préscientifiques, et j'entends par là celles qui 
consistent, simplement, dans un ensemble de règles obtenues 
par empirisme ou par expériences fortuites, — ce fut peut-être 
le cas pour la division en six de la circonférence, — ou bien 
encore sans doute, à des époques plus anciennes, à l'aide 
d'investigations plus exactes aujourd'hui perdues et, consé- 
quemment, préhistoriques. Je ne dirai des mathématiques 
préscientifiques que ce qu'il en faut strictement dire pour 
qu'on se fasse une idée des matières connues antérieurement 
aux mathématiques scientifiques, et qui ont servi de base 
pour les créer; aussi me faut-il donc, en introduction à la 
Géométrie grecque, exposer ce que les Grecs ont présu- 
mablement appris des Égyptiens et des Babyloniens. 

Mais, en revanche, je ne pourrai traiter du calcul des Grecs 
que comme une introduction préscientifique à celui qui parut 
lorsque les Indiens inventèrent la représentation des nombres, 
usuelle aujourd'hui, à l'aide de chiffres avec valeur déposition; 
le calcul numérique des Grecs était en effet bien inférieur, sous 
tous les rapports, à ce qu'ils savaient, par ailleurs, de mathé- 
matiques et, en second lieu, quoique leurs grands mathéma- 
ticiens aient pu se servir avec succès de leurs signes numé- 
riques et de leurs moyens de calcul, nous n'en pouvons rien 
tirer qui dépasse ce que nous traitons autre part comme 
mathématiques préscientifiques. Ceci soit dit, toutefois, avec 
la restriction que, peut-être, après plus complet examen, 
ces procédés de calcul apparaîtront meilleurs qu'ils ne nous 
semblent actuellement (* ). 

Car, s'il est une erreur préjudiciable et qui l'ait été, non 
seulement pour des recherches historiques comme les nôtres, 
mais encore en ethnographie, c'est celle qui consiste à 
mesurer la valeur d'une chose découverte, uniquement par 



( ' ) Paul Tannery, la plus haute autorité en pareille matière, a déclaré qu'en 
essayant de s'exercer pratiquement à l'usage des signes numériques grecs, il 
les a trouvés beaucoup plus appropriés au calcul qu'ils ne nous le semblent, ha- 
bitués que nous sommes, dès l'enfance, au maniement d'un autre système de 
chiffres. 
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Grecs et, postérieurement, les Romains ont appris d'eux, 
partie, par tradition directe, de quelques textes. En tous 
cas, cela ne paraît avoir que fort peu différé de ce qu'ils sa- 
vaient déjà vers 1700 à 2000 avant J.-C, à savoir, d'après un 
papyrus fort antique, le Manuel de calcul du scribe Ahmès : 
aussi cette collection de problèmes, avec leurs solutions, est- 
elle la meilleure source où puiser quelque connaissance des 
Mathématiques et du Calcul égyptiens. 

En utilisant celte source, ainsi que d'autres encore, nous ne 
voulons, conformément à notre plan, entrer dans aucun détail 
sur la manière dont les Égyptiens représentaient les nombres 
entiers et s'en servaient pour compter. Pour les fractions, 
ils les décomposaient en quantièmes, . c'est-à-dire en frac- 
tions ayant pour numérateur un; le Manuel d'Ahmès con- 
tient une Table de pareilles décompositions de quotients, 
avec le dividende 2 elles diviseurs de 3 jusqu'à 99, TaÉle qui 

21 1 
se termine par — = ~r h ^i d'ailleurs cette décompo- 

99 66 198 
sition fut également employée par les Grecs et, quelque peu 

pratique qu'elle ait été en apparence, son usage a cependant 

fait remarquer la composition variée des nombres entiers. 

Dans leur calcul nommé Hau, les Égyptiens savaient 
résoudre des problèmes qui s'expriment, en notre langue 
mathématique, par des équations du premier degré à une 
inconnue : ax -^ bx -\- ex -\- . . . z=i d, où a, 6, c, . . ,y d sont 
d€f^ nombres entiers, ou des fractions elles-mêmes com- 
posées de quantièmes; ils traitaient en outre des problèmes 
qui appartiennent aux règles de société, quelques-uns même 
dont la solution demande des progressions simples, arithmé- 
tiques et géométriques. 

Dans la solution de problèmes qui, posés algébriquement, 
auraient dépendu d'équations de la forme susexprimée, nous 
rencontrons pour la première fois un emploi de la méthode 
de ]a fausse position, que nous retrouverons souvent plus tard : 
elle consiste à substituerai une valeur d'essai a?,; si l'inser- 
tion de cette valeur dpnne d^ au lieu de d, alors 

d 
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10 INTRODUCTION. — ÉGYPTIENS ET BABYLONIENS. 

pelons aujourd'hui le cosinus de l'angle que forme Tarête 
avec la surface de la base. 

Si, du reste, dans un temps où la Géométrie grecque avait 
atteint un développement assez considérable, Démocrite 
pouvait encore alléguer, comme preuve de sa propre habileté 
\^^' en constructions géométriques, ce fait qu'il n'y avait jamais 
été surpassé par les Harpedonaples (*) égyptiens (tireurs 
au cordeau), c'est-à-dire par ceux qui, selon des rites solen- 
nels, avaient à veiller à ce que le plan des temples fût exac- 
tement orienté sur le Soleil, il est impossible que le savoir- 
faire de tels hommes se soit borné à l'emploi de constructions 
aussi simples que celles que nous venons de mentionner. 

Tandis que les Grecs recevaient surtout l'impulsion des 
Égyptiens pour la création de la Géométrie, cette partie 
même des Mathémathiques qu'ils devaient le plus perfec- 
tionner, les Babyloniens leur apprenaient l'Astronomie et 
l'exécution des calculs de celle Science : c'est là qu'il faut 
voir l'origine de la division de la circonférence, usuelle 
encore aujourd'hui, en degrés, minutes et secondes, d'après 
le système sexagésimal. 

La division en 36o°(= 2^.3^.5) lient peut-être bien à ce que 
VN Tannée était anciennement supposée n'avoir que 36o jours; 

quant à l'extension de cette division sexagésimale, elle peut 
tenir, partie au même fait, partie aux avantages reconnus 
d'un système où le nombre fondamental 2^.3.5, étant com- 
posé des plus petits nombres premiers, renferme comme 
facteurs une très grande partie des nombres inférieurs. On a 
trouvé des témoignages de l'emploi conséquent de ce système 
numéral dans des inscriptions formant des Tables de nombres 
carrés jusqu'à 6o^ et cubiques jusqu'à 82^ sexagésimalement 
écrits : ces inscriptions sont vieilles de quelques mille ans. 

Il est également vraisemblable que diverses spéculations 
numériques, d'où résulta mainte recherche des Grecs sur les 
nombres entiers, doivent leur origine au mysticisme des Chal- 
déens et des Babyloniens. 

(•) Le mot est grec; on suppose qu'il traduit un terme égyptien. (T.) 
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LES MATHÉMATIQUES GRECQUES. 



I. — Aperçu historique. 

Comme, en trailant des Malhémaliques grecques, nous 
devrons souvent poursuivre, au cours de longues périodes, 
des sujets particuliers, il sera utile de jeter dès l'abord un 
coup d'œil historique où nous exposerons dans quel ordre 
chronologique les développements de notre Science s'ef- 
fectuent peu à peu, et quels mathématiciens y travaillèrent, 
où nous éluciderons, d'autre part, dans quelles conditions ces 
mathématiciens exercèrent leur activité. 

Un point central dans les mathématiques grecques, est 
Euclide, qui vivait vers 3oo avant J.-C. 

Nous possédons, dans ses Éléments, un Traité de Géométrie 
qui sert toujours, dans plusieurs contrées, d'œuvre didactique 
et qui renferme le corps des doctrines géométriques élémen- 
taires dont, encore aujourd'hui, les principes essentiels sont 
partout, sous diverses formes, à la base de l'enseignement. 
D'une part, c'est dans cet Ouvrage que nous devons chercher 
des éclaircissements aux données éparses que nous avons sur 
les Mathématiques grecques antérieures, car ces données 
convergent à la naissance de la Géométrie euclidienne ; d'autre 
part, cet Ouvrage doit nous fournir les éléments nécessaires 
pour comprendre les écrivains postérieurs, car il fut le fon- 
dement sur lequel ceux-ci continuèrent de bâtir. Même en ce 
qui regarde l'histoire extérieure de notre Science, Euclide 
est donc bien central : il fut le premier grand mathéma- 
ticien de l'École dite d' Alexandrie, et son travail eut lieu 
dans d'autres conditions que celles de ses prédécesseurs. 

Le développement des Mathématiques anté^euclidiennes 
embrasse les trois siècles précédents qui ont, chacun, un 
caractère distinct. 

Le premier mathématicien grec fut Thaïes de Milet qui 
prédit Téclipse solaire du 28 mai 585; pour cela, il doit avoir 
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employé des règles direclemenl venues d'Egypte el confir- 
mées par de longues années d'observations, de même que 
la plupart de ses connaissances mathématiques émanent sû- 
rement des Égyptiens. L'important, toutefois, c'est que, avec 
lui et l'Ecole philosophique qu'il fonda — dite ionienne — 
non seulement les Grecs commencèrent à réunir en corps 
la Science mathématique qu'ils pouvaient tenir des Égyptiens, 
mais aussi qu'ils se mirent à étendre cette science en divers 
sens; ce travail du vi* siècle eut son mouvement initial sur 
la côte d'Asie Mineure et, par les actives relations commer- 
ciales, ne- tarda pas à se transplanter en d'autres contrées 
où les Grecs s'étaient établis. 

Aussi, au v« siècle, voyons-nous le foyer central du dévelop- 
pement des Mathématiques en un tout autre milieu, à savoit* 
l'Italie méridionale. En ce siècle on avait reconnu que les 
vérités mathématiques, peu à peu ramassées et découvertes, 
avaient besoin de fondements sûrs et, cependant qu'on éta- 
blissait ces fondements, l'on utilisait les résultats démontrés 
comme points de départ d'extensions nouvelles et impor- 
tantes. 

L'homme à qui, du moins, la tradition attribue le plus 
d'influence sur cette élaboration, est Pythagore de Samos; 
aussi parlons-nous de lui au v^ siècle, bien que son action 
personnelle soit partiellement antérieure à l'an 5oo : dans la 
Grande-Grèce, comme on nommait alors les florissantes 
colonies grecques de l'Italie méridionale, il fonde une école 
philosophique qui s'isola hermétiquement et chercha, sem- 
ble-t-il, par des cérémonies mystiques et le secret de ses 
doctrines, à se maintenir dans son isolement ; cette école aris- 
tocratique devait aussi tenter de l'action politique, mais elle 
excita la malveillance des profanes et fut dispersée quand les 
démocrates tirèrent à eux le pouvoir dans la Grande-Grèce. 

Beaucoup plus tard, les néopythagoriciens prétendirent 
que leurs doctrines, pour la plupart religieuses" et éthiques, 
remontaient à Pythagore, et ils entourèrent leur soi-disant 
père spirituel de tant de légendes qu'il est difficile d'y dé- 
couvrir la part de vérité qu'elles peuvent contenir; ce qui, 
dans ces récits, peut avoir quelque intérêt pour nous se 
rapporte à ses voyages en Egypte, où il put fort bien aller 



. i 
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— comme plus tard Platon et Eudoxe — et à un voyage 
très douteux en Babylonie. L'isolement de son école fut 
important pour le développement des Mathématiques : il 
assura l'active communauté dans le travail à des hommes qui 
se comprenaient les uns les autres; mais il est cause égale- 
ment que nous savons bien mal ce qui revient au maître et 
ce qui revient aux disciples. 

Plus tard, la dispersion de l'école fit répandre ses doc- 
trines mathématiques sur les différentes contrées où le 
peuple grec s'était établi; mais, en d'autres lieux, ces doc- 
trines fusionnèrent certainement avec les résultats du travail 
exécuté par d'autres dans le domaine philosophique ou mathé- 
matique, aussi n'est-il pas aisé de discerner dans les Mathé- 
matiques de l'Abdérilain Démocrite (né vers 46o avant J.-C.) 
la part plus ou moins grande qu'un penseur aussi original 
doit aux pythagoriciens. 

Hippocrale de Chios, un peu plus âgé, résidait à Athènes et 
y enseignait les Mathématiques après avoir été marchand et 
avoir perdu son bien; il a peut-être appris diverses choses 
des pythagoriciens, mais il n'appartient nullement à leur 
école et acquiert à nos yeux une importance particulière 
parce que nous avons de lui un morceau complet de Géo- 
métrie, le seul échantillon de cette espèce qui nous ait été 
conservé du v® siècle; en outre, il vécut à Athènes, en cette 
ville même qui se disposait à devenir déjà le foyer de la vie 
intellectuelle, de l'Art et de la Science hellènes, le champ 
des luttes entre les philosophes et les sophistes, parmi les- 
quels Hippias d'Élis, par exemple, fut un mathématicien de 
valeur, la ville enfin qui allait devenir, au siècle suivant, le 
centre du développement des Mathématiques. 

Dans l'Italie méridionale, cependant, se poursuivait le 
développement des théories pythagoriciennes, et un mathé- 
maticien remarquable, Archytas de Tarente, que nous y trou- 
vons précisément à la fin du v« siècle, est expressément désigné 
comme le dernier pythagoricien d'importance : il vivait dans 
sa ville natale où il était considéré, tant comme homme 
d'État et capitaine que comme mathématicien. 

C'est grâce à Archytas que le développement acquis par la 
vieille école pythagoricienne, et ses successeurs immédiats. 
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^^'^'î^'^^xa^ft ^^ rl^ ''^®> à savoir Platon d'Athènes et 

i^tx.e -. f;:t\ tTh r ?T T^^^ n^^^ ^" 

Gtaude-Gvèce, ^^^' ^s rt ^^^^^^^^ ®^ subirent son influence. 
\\anl à'euuev ^* ^^^ détails sur ces deux hommes et 
\euTs éco\es, \^ ve^^' ^ nies remarques sur les deux siècles 
précédents, ajouter ici celle qui peut caractériser le iv® en 
général : dès celte époque, il était clair qu'une pleine exac- 
titude ne peut s'obtenir en mathématiques que par Tédifi- 
cation d'un système bien coordonné et c'est, en partie grâce 
aux tentatives répétées pour construire de tels systèmes, en 
partie grâce au progrès des méthodes nécessaires à l'exten- 
sion et à l'amélioration de la matière, qu'on porta la Géo- 
métrie élémentaire au point oii nous la trouvons chez Euclide. 
En même temps, on avait commencé de développer une Géo- 
métrie supérieure dans laquelle la théorie des sections co- 
niques atteignit à la plus haute importance. 

Platon (429-348) est le grand philosophe, disciple de 
Socrate et fondateur de l'école qui fut appelée Académie, 
de l'endroit d'Athènes où elle se groupait autour du maître. 
Platon n'emprunta pas son goût des mathématiques à Socrate, 
car celui-ci eût voulu les restreindre aux seuls usages pra- 
tiques, mais aussi Socrate ne fut-il pas son seul maître et, 
après la mort de celui-ci, il eut l'occasion, d'abord à Cyrène, 
puis dans la Grande-Grèce, de s'initier aux Mathématiques et^ 
à la philosophie des pythagoriciens : à Cyrène, il étudia les 
Mathématiques auprès du même maître qu'un autre Athénien, 
de grande valeur comme mathématicien, Théétète, nom qu'il 
a attribué à l'un de ses Dialogues — peut-être même furent-ils 
ensemble à Cyrène (*); — en Sicile, il se lia d'amitié avec 
Archytas. Platon visita également l'Egypte. 

Si nous voulons comprendre exactement en quoi consista 
rinfluence de Platon sur la marche des Mathématiques, nous 
rencontrons les mêmes difficultés que pour Pythagore : de 
même que les néopythagoriciens le faisaient envers Pytha- 



(*) Le Théétète de Platon présente Théodore de Cyrène comme professant à 
Athènes au temps de Socrate; ce qui constitue un témoignage beaucoup plus 
assuré que ceux qui se rapportent au prétendu voyage de Platon à Cyrène. (T.) 
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gore, les académiciens nouveaux attribueraient volontiers à 
Platon tout l'honneur possible; non qu'ils lui assignent des 
recherches mathématiques personnelles d'importance notable, 
mais ils se montrent plutôt enclins à lui attribuer les méthodes 
qui furent employées de son temps, comme ils le sont aussi 
à le faire passer pour le conseiller de ceux qui firent faire aux 
Mathématiques des progrès proprement dits. 

Quelque peu vraisemblables que soient ces données, Platon 
n'en reste pas moins celui des disciples de Socrate qui, avant 
tous les autres, fut le promoteur du développement intellec- 
tuel, celui qui attira à Athènes les hommes avides de savoir 
de tous les pays et colonies grecques : qu'il se soit vive- 
ment intéressé aux Mathématiques et à leur progrès c'est 
là, en tout cas, un fait de la plus haute importance. Qu il 
ait fait écrire à l'entrée de l'Académie : [XTjSeï; àyeofxéTpTjToç 
sefftTo) — nul n'entre ici s'il n'est géomètre — n'est peut- 
être en vérité qu'une légende, mais il ressort néanmoins de 
ses propres œuvres qu'il considérait une certaine culture 
géométrique préalable comme nécessaire à l'intelligence de 
la Philosophie, et l'usage qu'il fait dans le Tintée des cinq 
polyèdres réguliers leur a valu le nom, qu'ils conservent, 
de solides de Platon, 

Après lui, le grand philosophe Aristote, qui s'est beaucoup 
occupé des Sciences naturelles, montra aussi quelque goût 
pour les Mathématiques, sans toutefois faire preuve nulle part 
d'une entente particulièrement prononcée de ces sciences, 
mais l'attitude de ces deux hommes fut telle que les mathé- 
maticiens purent trouver place dans les sociétés savantes 
de l'époque, l'école académique de Platon et la péripatéti- 
cienne d'Aristote, qu'ils y purent travailler de concert avec 
d'autres penseurs, s'y faire comprendre, et que les Mathé- 
matiques et la Philosophie purent se donner une impulsion 
réciproque, tant par leurs relations pacifiques que par leurs 
discordes mêmes : de la sorte, les Mathématiques devinrent 
un élément de la haute culture grecque et la forme, le ton 
qu'elles assumèrent à cette époque, laisse au mieux recon- 
naître qu'elles se sont développées dans des cercles de fine 
éducation où les penseurs avaient des prétentions à s'ex- 
primer avec correction. 
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Une école eut, toutefois, pour le développement des Mathé- 
matiques, une importance plus directe encore que ces illustres 
écoles de Philosophie : Técole mathématicienne et natura- 
liste qui se groupa, au temps de Platon, dans la ville commer- 
ciale de Cyzique, sur la mer de Marmara, autour du très estimé 
médecin, astronome et mathématicien, Eudoxe de Cnide. 

Jeune homme, Eudoxe avait visité la Grande-Grèce et 
l'Egypte; à cette époque il n'y avait presque plus rien à ap- 
prendre en Géométrie dans cette dernière contrée pour un 
mathématicien grec, mais, en revanche, en Astronomie, les 
antiques observations des Égyptiens lui furent d'une très 
grande utilité et il sut en tirer fort bon parti, puisqu'on lui 
doit d'avoir fondé uniquement l'Astronomie sur l'observation 
et sur l'investigation géométrique, à l'exclusion de l'Astro- 
logie et des vides spéculations; dans l'Italie méridionale 
Eudoxe étudia la Médecine et la Géométrie, celle-ci auprès 
d'Archytas. 

La liaison de leurs deux fondateurs avec les pythagoriciens 
fut certainement un gage de bonne collaboration pour les 
deux écoles de Platon et d'Eudoxe, collaboration qui parfois 
tourna pourtant en luttes querelleuses. Les relations entre 
les deux écoles d'Athènes et de Cyzique ne se bornent pas, 
d'ailleurs, aux rapports fortuits auxquels pouvait prêter l'actif 
commerce d'une ville à l'autre; Eudoxe a visité Athènes avec 
ses disciples qui ont alors entendu les leçons de Platon : plu- 
sieurs d'entre eux doivent avoir même adhéré à sa philoso- 
phie. Les élèves les plus connus d'Eudoxe furent les frères 
Ménechme et Dinostrate; et Ménechme écrivit sur la poli- 
tique, dit-on, comme un platonicien. 

Maintenant, quels résultats a-t-on obtenus dans ces trois 
siècles passés en revue, quelles formes de démonstrations et 
d'exposition se sont développées? c'est ce que l'on apprendra 
fort clairement par les ressources que nous offre à ses débuts 
l'école alexandrine qui va suivre, par les propositions dont 
se sert Platon dans ses Dialogues, et par l'étude des formes 
logiques instituées par Aristote. Les matières sur lesquelles 
ces dernières ont pu s'employer le plus simplement et le plus 
exactement sont les Mathématiques; elles se sont alors sûre- 
ment développées, précisément par l'usage qu'en faisaient les 
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malhémaliciens, et nous sont ainsi témoins de Tavantage que 
la Philosophie a remporté de sa collaboration (ci-dessus men- 
tionnée) avec les Mathématiques. 

Si, dans ce qui va suivre, nous ne nous contenterons pas de 
dire, comme un fait, à quel point les Mathématiques en étaient 
arrivées mais si nous rendons compte, en même temps, et du 
nnérite qui revient à chacun dans celte œuvre, et de Tenchaî- 
nemenl successif des idées les unes aux autres, c'est qu'en 
cela nous nous appuyons sur les assertions concernant notre 
sujet qui sont disséminées dans des écrivains postérieurs, et 
aussi sur un historien des Mathématiques de la fin de la 
période que nous envisageons, le péripatéticien Eudème de 
Rhodes; sans doute nous ne possédons pas non plus son 
œuvre, mais certains extraits importants en ont été conservés 
par des écrivains plus récents. 

C'est par un de ces extraits, donc de troisième main^ que 
nous connaissons les fragments dont nous avons parlé, d'Hip- 
pocrate de Chio. 

Ce coup d'œil sur les trois siècles écoulés a pu évoquer en 
nous une image un peu trouble : les Mathématiques naissent 
sur les côtes d'Asie Mineure ; ensuite leur développement dans 
l'Italie méridionale attire surtout notre attention; après quoi 
c'est Athènes qui, par sa supériorité intellectuelle univer- 
selle, capte les mathématiciens. 

Sans doute leur étude se poursuit aussi en d'autres lieux, 
comme en Grande-Grèce où, un siècle et demi après Ar- 
chytas, le plus grand mathématicien devait naître aux Grecs 
en la personne d'Archimède, mais la conséquence de l'hégé- 
monie intellectuelle exercée par Athènes sur le monde entier 
fut que les travaux des mathématiciens qui y vécurent étaient 
les moins sujets à l'oubli : la grande extension de l'étude des 
Mathématiques pendant cette époque a pour raison, en partie 
l'activité des rapports commerciaux entre les Grecs dissé- 
minés, en partie les guerres nombreuses et les troubles poli- 
tiques qui chassèrent les hommes éminents d'un endroit à 
l'autre. Ceux qui purent demeurer au même endroit, comme 
ce fut le cas à Athènes, y étaient soumis à des inquiétudes 
analogues. 

En même temps, les mathématiciens eurent sans doute à 
/. 2 
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soutenir aussi toutes sortes de luttes intellectuelles, soit entre 
eux, soit contre les sophistes et les philosophes. 

Ce fut dans de telles conjonctures que, non seulement les 
Mathématiques acquirent tant d'extension en maintes con- 
trées et parmi les savants de toutes sortes, mais qu'elles 
se munirent encore de tous ces moyens d'exactitude dans la 
démonstration et dans Texposilion, moyens que nous admi- 
rons si fort encore aujourd'hui : pour la démonstration, en 
principe, nous n'avons rien de mieux à faire que de les imi- 
ter; pour ce qui est de la forme d'exposition, nous devons 
cependant dire que l'exactitude y était obtenue aux dépens de 
rintelligibilité, au point que ce fut plus tard la cause qu'on 
rétrograda quand se perdit la tradition orale, el que l'entière 
intelligence des profonds mathématiciens grecs n'a été re- 
trouvée qu'en nos temps modernes où les Mathématiques, 
quoique toujours un peu sous l'influence grecque, ont su de 
nouveau s'élever peu à peu à la même hauteur sur les mêmes 
domaines. 

Cette décadence des Mathématiques à laquelle nous ve- 
nons de faire allusion ne commença pas, toutefois, comme 
pour la poésie, l'éloquence, les autres arts et la Philosophie, 
au moment où les circonstances extérieures, après la mort 
d'Alexandre le Grand, furent si essentiellement modifiées : 
au contraire, c'est alors qu'eut lieu le plus riche épanouisse- 
ment des Mathématiques. 

Comme on le sait, dans le partage de l'empire, Ptolémée, fils 
deLagus, obtint l'Egypte avec la ville nouvelle d'Alexandrie : 
lui et ses successeurs firent de cette ville, non seulement le 
plus important centre commercial, mais un foyer scientifique 
de premier ordre. C'est sous son règne et ceux de ses succes- 
seurs immédiats, qui s'appelèrent aussi Ptolémée, que fut 
fondé le Muséum où des savants, sans souci de leur entretien, 
purent vivre pour la Science. Les Ptolémées fondèrent et 
agrandirent la bibliothèque alexandrine, où peu à peu furent 
rassemblées des copies de toutes les œuvres grecques impor- 
tantes qu'on put se procurer : comme dans une université 
moderne, la jeunesse grecque studieuse se rassemblait à 
Alexandrie et y suivait l'enseignement des érudits de l'en- 
droit, en grammaire et en Mathématiques. 
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Ces conditions ne pouvaient qu'être utiles aux Mathéma- 
tiques, qui ont besoin de paix, aussi bien pour réunir en so- 
lides faisceaux de systèmes les nombreux résultats acquis, 
mais épars, que pqur employer les fécondes méthodes con- 
quises à s'élever plus haut encore qu'auparavant. Il fallait du 
calme pour que se poursuivît l'enseignement oral sans lequel 
les grandes œuvres écrites n'eussent été que peu accessibles. 
En outre, les Mathématiques étant devenues une science 
spéciale, il y fallait des spécialistes qui n'eussent pas perpé- 
tuellement à se quereller avec les philosophes sur leur propre 
Science, ou bien à faire eux-mêmes de la Philosophie. 

Cette spécialisation de l'érudition alexandrine n'empêchait 
pourtant point qu'un seul et même homme exerçât son acti- 
vité dans plusieurs branches, et ce fut le cas pour Ératosthène 
de Cyrène, par exemple, qui vécut dans la dernière moitié 
du in® siècle et fut pendant un certain temps directeur de la 
Bibliothèque alexandrine : outre la Philosophie et la Gram- 
maire, il s'occupa de Géographie, — de haute Géodésie 
même : il entreprit la première mesure d'un degré du mé- 
ridien, — de Chronologie et de Mathématiques. 

La paix qui favorisa les mathématiciens d'Alexandrie pou- 
vait bien entraîner aussi quelques inconvénients : l'orgueil, 
par exemple, et les coteries; on ne doit donc pas regretter 
que le plus grand mathématicien de ce temps, Archimède, 
n'ait pas vécu à Alexandrie, mais à Syracuse. 

C'est de là que, successivement, il envoyait travaux achevés 
et résultats provisoires à Alexandrie. Certains mathématiciens 
de cette ville voulurent, il est vrai, s'approprier quelques-uns 
de ses résultats, dont ils établissaient la démonstration après 
lui, mais il les mystifia un beau jour en leur communiquant 
des résultats faux dont ils firent aussi des démonstrations. 
Du reste, le séjour d'Archimède hors d'Alexandrie eut ceci 
d'utile, pour notre connaissance de ses œuvres, qu'il dut 
beaucoup rédiger par écrit, tandis qu'étant à Alexandrie il 
se serait contenté de communications orales à son entou- 
rage et à ses élèves ou, du moins, le cas échéant, il eût écrit 
simplement sous une forme appropriée à ceux-ci. 

Les mathématiciens de cette période qui nous ont laissé 
des Ouvrages importants de Mathématique pure (Géométrie) 
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el qui ont certainement de beaucoup dépassé les autres ma- 
thématiciens notables de leur temps sont : Euclide (environ 
3oo ans avant J.-C.)> Archimède, mort en 212, et Apollonius 

(environ 200 ans avant J.-C.)' • ^ 

On sait peu de particularités sur la vie d'Euclide, mais 
nous possédons, outre ses Eléments déjà cités, une autre 
œuvre élémentaire qui s'intitule ordinairement d'un nom 
latin : Data. On connaît encore, sous une forme plus ou 
moins authentique, un écrit sur la Division des figures; une 
œuvre astronomique : les Phénomènes et une Optique qui 
contient les propositions les plus simples sur la perspective. 
Ses quatre livres de Sections coniques et ses deux livres des 
Lieux en surface; ses Porismes et un écrit sur les Fausses 
conclusions ont été perdus. On en peut cependant deviner 
le contenu d'après des collections postérieures de lemmes el 
d'après des commentaires ; les Porismes, par exemple, com- 
prenaient plusieurs des propositions sur les transversales et 
les divisions homographiques, dont s'occupe aujourd'hui la 
Géométrie projective. 

Archimède vivait à Syracuse, où il était fort considéré, 
et ami du roi Hiéron. Il trouva la mort lors de la prise de 
Syracuse par les Romains après avoir, de diverses ma- 
nières, appliqué sa science de la Mécanique à défendre la 
ville. 11 a sûrement visité Alexandrie pour y lier des rela- 
tions avec ceux à qui, plus tard, il envoyait ses écrits; 
voici ce qui nous en reste : sur la Sphère et le cylindre, 
Mesure du cercle, sur les Conoïdes et les sphéroïdes, sur les 
Spirales, sur V Equilibre des figures planes, Calcul du sable. 
Quadrature de la parabole, et sur les Corps flottants ^ le der- 
nier Ouvrage en traduction latine seulement. Nous avons de 
plus, par les écrivains grecs postérieurs et la tradition arabe, 
quelques fragments, parmi lesquels un Ouvrage sur les So- 
lides demi-réguliers et une série de propositions géomé- 
triques que nous appellerons Lemmes d Archimède : ces 
lemmes, toutefois, sont peut-être partiellement d'origine 
plus récente. 

Apollonius de Perga travailla sûrement à Alexandrie : on a 
conservé sept de ses huit livres sur les Sections coniques; les 
quatre premiers existent en grec, et les trois suivants sont 
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connus par une traduction arabe. C'est de la même source que 
nous tenons un Traité de \eiseclion de raison, tandis que nous 
ne connaissons que par des relations postérieures ses écrits 
sur la section déterminée, la section de l'espace, les contacts 
et les intercalations. Il semble aussi qu'Apollonius contribua 
beaucoup à l'application des Mathématiques à l'Astronomie. 

Citons parmi les contemporains, les prédécesseurs et les 
successeurs immédiats de ces trois grands géomèlres : 
Aristée, un peu plus vieux qu'Euclide, qui avait écrit des 
Ouvrages perdus sur les Lieux solides et les Polyèdres régu- 
liers; Ératosthène, que nous avons déjà nommé; Nicomède, 
qui vécut entre Archimède et Apollonius; Dioclès, Persée, 
Zénodore et Hypsiclès. Ce dernier écrivit, sur les polyèdres 
réguliers, un livre qu'on a coutume d'admettre dans les édi- 
lions vulgaires des Eléments d'Euclide comme Livre quator- 
zième. Quant aux autres, nous ne les connaissons guère que 
par les litres de quelques écrits perdus, ou certains résultats 
isolés que mentionnent de plus récents écrivains. 

Même après l'époque que nous venons d'esquisser, nous 
rencontrerons d'importants progrès en des branches parti- 
culières de la Mathématique grecque, surtout en celles qui 
s'appliquent à l'Astronomie et, encore que nous n'écrivions 
pas une histoire de celle dernière Science, nous jetterons 
cependant ici un coup d'oeil sur les écrivains astronomes des 
diverses époques de l'antiquité grecque qui, par leurs travaux 
intéressant les Mathématiques, méritent une mention par- 
ticulière. 

Nous eûmes déjà l'occasion de dire qu'Eudoxe, auquel les 
Mathématiques sont redevables de leurs plus profondes mé- 
thodes, avait également fondé l'Astronomie grecque scien- 
tifique qui, pourtant, subit assez vite une influence exté- 
rieure, car l'expédition d'Alexandre le Grand fît connaître aux 
Grecs la vieille Astronomie chaldéenne. Les grands mathé- 
maticiens alexandrins furent, avons-nous dit, en même 
temps astronomes; parmi eux, et notamment entre Euclide 
et Ératosthène, nous devons placer Arislarque de Samos 
(environ 270 ans avant J.-C) qui avait édifié déjà sur le sys- 
tème du monde l'hypothèse que reprit Copernic dix-huit 
siècles plus tard : les travaux de Géographie mathématique 
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(l'Eratosthène durent servir, entre autres choses, à la réduc- 
tion des observations faites ailleurs par les astronomes chal- 
déens. 

C'est à Apollonius que, certainement, reviennent bon 
nombre des théories qui furent la base des progrès réalisés 
à l'époque suivante par les astronomes grecs au point de vue 
du calcul et de l'observation; ses successeurs immédiats 
furent sans doute des Alexandrins, mais Thomme qui prit le 
premier rang parmi les astronomes grecs, Hipparque de Nicée 
(i5o ans environ avant J.-C), fit ses observations à Rhodes, il 
utilisa, en en tirant tout le parti possible, les antiques obser- 
vations des Chaldéens, et c'est à peu près de son temps que 
date l'apparition de l'influence orientale par la division de 
la circonférence en 36o° et l'emploi général du syslème 
sexagésimal dans les calculs astronomiques et trigonomé- 
triques. 

Parmi les astronomes plus récents il faut, dans l'histoire 
des Mathématiques, nommer Ménélas d'Alexandrie (dernière 
moitié du i^^ siècle après J.-C ) dont nous connaissons trois 
livres sur la Géométrie sph^rique, par des traductions hé- 
braïque et arabe et, surtout, Ptolémée, d'un demi-siècle plus 
jeune : c'est par sa Syntaxe MeyàXYi «jùvra^tç, mieux connue 
sous le nom arabe défiguré d'Almageste, que nous savons le 
plus complètement l'Astronomie grecque (dans le système dit 
de Ptolémée) et la Trigonométrie qui s'y rattache; au reste, 
la majeure partie de ce que nous trouvons chez lui émane 
d'astronomes antérieurs, particulièrement d'Hipparque, dont 
il ne nous est resté que fort peu de chose. 

Tandis que, même après l'époque des grands mathé- 
maticiens, l'application des Mathématiques à l'Astronomie 
imprimait en retour à leur développement une impul- 
sion en avant, il n'en fut point de même pour leur appli- 
cation à l'Arpentage et à la Mécanique pratique : le fon- 
dement théorique de l'Arpentage se trouvait déjà dans la 
Géométrie grecque et ce qui, en Mécanique théorique, vient 
de l'antiquité, c'est Archimède qui le développa le plus clai- 
rement et le plus complètement. Qu'Archimède et ses con- 
temporains aient fait un important usage de la Mécanique 
pratique, nous le savons par des témoignages postérieurs et 
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\\Te%%otv^^ ^'^ a ' ^Sypiienne et du nom même de la Géo- 
mélne eTecc\v^^ ^Ue s'appliqua dès ses débuts à TArpen- 
Uee ; sow uo^' ^ ^tîet, signifie exactement mesurage du 
sol quoique, ^^^^^ ^emps d'Aristote, l'Arpentage portât le 
nom spècvAl de ^^^désie. En même temps que l'Arpentage, 
et au même Û^^'^» ^^ Logistique, ou calcul, fut abandon- 
née comme uot\ scientifique par les géomètres proprement 
dits : aussi \es Éléments d'Euclide font-ils aussi peu de cas 
de l'Arpentage que des autres usages numériques des Ma- 
thématiques. 

Une conséquence regrettable fut que nous ne savons 
point par voie directe comment, aux meilleurs jours des 
Mathématiques grecques, on s'y prenait pour utiliser prati- 
quement les résultats de cette science et, outre les écrivains 
astronomiques, ce sont des écrivains encore plus récents qui 
nous doivent renseigner à cet égard; parmi eux une mention 
spéciale est due à Héron d'Alexandrie, dont jusqu'à présent 
on avait placé l'existence peu après la meilleure époque de 
Talexandrinisme, mais qui, d'après les plus récentes res 
cherches, semble avoir vécu au plus tôt au ii^ siècle après 
J,-C. ou vers la fin du i"' : ses travaux, où l'on rencontre de 
bonnes méthodes grecques à côté de formules approximatives 
égyptiennes de valeurs diverses (*), ont joué un rôle impor- 
tant, car ils enseignèrent l'Arpentage et autres usages pra- 
tiques de la Géométrie pendant la longue période où l'on 
perdit rintelligence de la Géométrie grecque exacte, ou même 
pendant laquelle on ne la connaissait pas du tout, et ils sont 
rendus précisément aptes à ce rôle parce qu'ils traitent de 
nombreux problèmes numériques. 

L'importance d'Héron pour l'histoire des Mathématiques 
consiste encore en ce fait qu'il nous fait passablement con- 
cevoir jusqu'à quel point et de quelle sorte étaient exécutées 
les opérations numériques correspondant aux résultats scien- 
tifiques de la Géométrie grecque. 



( ^ ) L'Ouvrage original de Héron, les Métriques, a été récemment retrouvé, 
mais est encore inédit; jusqu'à sa publication, on ne peut porter un jugement 
précis sur l'origine et Thistoiro de ces formules approximatives, conservées en 
fait par la tradition byzantine qui a singulièrement altéré l'œuvre héronienne. (T.) 
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Cependant, dès le début de notre ère, le développement 
des Mathématiques grecques, au moins en ce qui fait leur 
grandeur, s'était arrêté. Pour en comprendre la raison, 
qu'explique la constitution propre à ces Mathématiques, il les 
faut d'abord connaître elles-mêmes; nous pouvons seulement 
remarquer ici que les circonstances extérieures favorables au 
milieu desquelles on avait travaillé dans la première partie de 
la période alexandrine n'existaient plus : déjà, sous quelques- 
uns des Ptolémées postérieurs, les savants furent en moins 
bonne situation que sous les premiers rois de ce nom, mais les 
conditions favorables cessèrent tout à fait lorsque, au milieu 
du dernier siècle avant J.-C, les Romains devinrent maîtres 
d'Alexandrie comme ils l'étaient déjà de la plupart des con- 
trées où habitaient des Grecs. En Mathématique, en effet, ils 
ne se montrèrent nullement disciples studieux des vaincus. 

Au cours des années, la bibliothèque d'Alexandrie, destinée 
à être le dépôt des acquisitions scienliques, subit plusieurs 
incendies, et si Alexandrie n'en continua pas moins d'être le 
lieu du monde où se conserva le mieux l'intelligence des 
vieilles Mathématiques, où même elle eut parfois des retours 
d'éclat, cela tient sûrement à ce qu'elle fut toujours le point 
où se trouvaient conservés la plupart des Ouvrages. 

Pappus y vécut à la fin du m® siècle après J.-C; ce ne fut 
pas, sans doute, un grand mathématicien en comparaison de 
ceux qui, aux temps des Ptolémées, travaillaient dans cette 
ville, mais sa Collection mathématique ^ pris une importance 
inappréciable grâce aux éclaircissements qu'elle nous a direc- 
tement apportés, ou indirectement par des séries de lemmes, 
sur des Ouvrages, maintenant perdus, des grands mathéma- 
ticiens grecs. 

Dans une seule branche des Mathématiques, au temps de 
Pappus, on trouva pourtant quelque chose de neuf encore : 
c'est en Arithmétique. De la période qui s'étend entre les 
grands mathématiciens et Pappus, nous avons les Travaux, de 
plusieurs arithméticiens, parmi lesquels Nicomaque (environ 
100 après J.-C.) jouit surtout d'une grande considération : 
il écrivit une Introduction arithmétique qui fut conservée. 
Mais la raison pour laquelle lui et quelques autres arithmé- 
ticiens semblent nous offrir du nouveau est que, à peu d'excep- 
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lions près, les recherches d'Arithmétique de la meilleure 
époque ne nous SQnt pas parvenues. 

En revanche, les Ouvrages que nous possédons de Dio- 
phante, contemporain de Pappus, affectent une telle origi- 
nalité qu'il nous faut bien y voir un élargissement réel des 
Mathématiques grecques; on nous a conservé, de sa main, 
la majeure partie d'un grand Ouvrage intitulé Arithmé- 
tique, encore que nous ignorions si un petit écrit touchant 
les nombres figurés faisait corps avec celte œuvre. 

2. — Les Mathématiques pythagoriciennes. 

Si, maintenant, nous considérons le contenu mathéma- 
tique de la Géométrie grecque en la prenant dès l'époque la 
plus reculée, nous ne savons qu'extrêmement peu de choses 
touchant le vi® siècle. Sans doute Eudème attribue à ïhalès 
différentes propositions parmi lesquelles il peut fort bien 
avoir connu celle-ci : 

« L'angle inscrit dans une demi-circonférence est un angle 
droit, » 

qu'il l'ait, au reste, trouvée lui-même ou l'giit tenue des 
Egyptiens : cette proposition, en effet, se déduit sans aucune 
difficulté du fait facilement constatable qu'un rectangle peut 
être inscrit dans une circonférence. 

En revanche, il est difficile de trouver quelque sens à l'affir- 
mation d'Eudème qui attribue à Thaïes d'avoir démontré que 
le diamètre partage un cercle en deux parties égales : à cette 
époque, on n'aurait vu aucune nécessité de démontrer un 
fait d'une telle évidence. Toutefois, Eudème veut peut-être 
dire que la connaissance de cette proposition considérée, de 
son temps, comme indispensable pour la démonstration du 
théorème sur l'angle inscrit dans un demi^cercle, dut égale- 
ment être nécessaire à Thaïes, et il ne faut pas non plus 
attacher d'autre importance à la mention qu'il fait encore des 
théorèmes suivants : 

« Quand deux droites se coupent, les angles opposés par 
le sommet sont égaux; de même les angles à la hase d'un 
triangle isoscèle » ; , 
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« On détermine un triangle à l'aide d'un côté et des deux 
angles adjacents ». 

Cette dernière proposition, en particulier, n'acquiert toute 
sa valeur théorique que si on la présente avec d'autres 
propositions semblables, qui lui sont connexes, et comme 
on ne dit pas si Thaïes connut ces propositions, il faut y voir 
comme explication que la tradition aurait mis sur le compte 
de Thaïes ceriaines opérations pratiques, à l'établissement 
théorique desquelles la proposition en question est néces- 
saire : elle lui attribue, par exemple, la détermination de 
la distance de points inaccessibles, la mesure des hauteurs 
au moyen de l'ombre, et la relation qui nous est parvenue 
indiquerait que ces mesures furent exécutées à l'aide de 
triangles égaux. Or la détermination de l'inclinaison d'une 
arête pyramidale, entreprise par les Égyptiens, montre qu'ils 
savaienty employer des triangles semblables, et qu'ils étaient 
donc plus avancés que Thaïes. 

C'est pourtant à Thaïes qu'appartient l'honneur d'avoir, 
pour la première fois chez les Grecs, entrepris des recherches 
mathématiques. A quel degré de culture mathématique le 
vi« siècle élail-il., d'ailleurs, parvenu? Sur quelles données. le 
siècle suivant put-il construire? La réponse à cette seconde 
question est la meilleure réponse pour la première. Si, par 
exemple, les pythagoriciens découvrirent les cinq polyèdres 
réguliers, celte découverte présume chez leurs devanciers 
des connaissances géométriques assez importantes. 

Les renseignements qui s'offrent à nous sur la Mathéma- 
tique des pythagoriciens sont beaucoup plus satisfaisants. 
Sans doute, non seulement on ne peut pas trop s'y fier en ce 
qui concerne la part à faire revenir au maître et aux dis- 
ciples dans l'œuvre, car ils ont peut-être encore trop de 
tendance à attribuer aux pythagoriciens beaucoup de choses 
dont la découverte fut seulement de leur temps et, cepen- 
dant, pour qui est initié aux Mathématiques grecques plus 
récentes, ils rendent une image d'ensemble si nette et si 
saisissable de ces Mathématiques à leur premier stade d'évo- 
lution, des efforts tentés dès l'origine et qui laissèrent ensuite 
leur trace dans les Mathématiques grecques, bien plus, dans 
toutes les Mathématiques postérieures, que ces renseigne- 
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menls méritent d'être rassemblés en un exposé : de la sorte 
nous connaîtrons le fondement des travaux exécutés à la fin 
du siècle en question, et nous en comprendrons mieux le but, 
tout en éclairant la physionomie qu'affectèrent notamment 
les Mathématiques au siècle suivant. 

Selon Eudème, les pythagoriciens ont tout d'abord « élevé 
la Géométrie à la dignité réelle d'une Science, par ce que 
Pythagore en considéra le principe de plus haut et en scruta 
les théorèmes plus intellectuellement et immatériellement 
— pour ainsi dire — ; en outre, il découvrit les grandeurs irra- 
tionnelles et la construction des figures cosmiques (polyèdres 
réguliers) ». En fait de renseignements plus spéciaux dus 
à d'autres écrivains, outre quelques définitions plus philo- 
sophiques que mathématiques du point, de la ligne, de la 
surface et des corps solides, nous apprenons que les pytha- 
goriciens connaissaient la somme dos angles du triangle, la 
division du plan en polygones (vraisemblablement réguliers), 
savoir en triangles, carrés ou hexagones, dont respectivement 
6, 4 ou 3 ont un sommet comnmn; ils auraient inventé ce qu'on 
appelle Vapplicntion des surfaces — on entendait par là, nous 
le verrons, la résolution d'équations quadratiques sous une 
forme géoiiiélrique — ; ils auraient connu la construction d'un 
polygone de même aire qu'un polygone donné et simultané- 
ment semblable à un deuxième polygone; il est raconté qu'un 
pythagoricien commit, contre son école, le délit de divulguer 
le (' théorème de douze pentagones dans une sphère »; on 
peut enfin mentionner le pentagramme qui est donné pour 
un symbole pythagorique : c'est un pentagone étoile dont les 
côtés forment, dans le cercle circonscrit, les cordes d'arcs 

ayant pour grandeur -^« 

\j 

Tandis que des cas particuliers du théorème, appelé en- 
core aujourd'hui de Pythagore, ont été sûrement connus 
avant lui, ce théorème même, dans sa généralité, reste 
attribué aux pythagoriciens; de même que Tune des règles 
d'après lesquelles on peut former des nombres rationnels 
pour les côtés d'un triangle rectangle, à savoir les nombres 

a^ — i a^~\-i , , ^ _ . . 4 ,. 

a y et j ou a représente un nombre impair, tandis 

2 ^ 
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que les nombres a, ( - j — i et f - J -h i , où a est un nombre 

pair, sont attribués à Platon. 

On nous apprend que les pythagoriciens connaissaient les 
trois sortes de proportions, arithmétique, géométrique et 
harmonique, de plus, les nombres triangulaires, c'est-à-dire 
les sommes des premiers nombres de la série numérale na- 
turelle, et qu'ils s'occupaient aussi de progressions arithmé- 
tiques plus générales; enfin que Pythagpre fait, du nombre, 
le principe de toutes choses, et que les pythagoriciens se sont 
livrés à des recherches sur certains nombres entiers, comme 
les nombres amiables — dont l'un est égal à la somme des 
parties aliquotes (*) des autres — ou les nombres parfaits, 
qui sont égaux à la somme de leurs propres parties aliquotes 
(6 = I -h 2 -h 3). Enfin Pylhagorc aurait établi des rapports 
entre la Géométrie et TArithmétique ou la Musique. 

Nous parlerons plus en détail de plusieurs de ces sujets et 
de leur importance quant aux Mathématiques grecques mais, 
d'abord, il nous en faut montrer brièvement la connexité 
pour établir la concordance des données issues de sources de 
valeurs très diverses. 

Commençons par noter l'effort pour préciser clairement les 
idées de point, ligne, etc. ; puis, aussi, l'on était déjà en 
possession de l'idée iVangle pour l'appliquer, tant à la division 
du plan qu'à rechercher d'une manière générale quels sont 
les polyèdres réguliers et possibles. Sans doute il fallait bien 
du travail avant d'arriver à la parfaite détermination et à la 
construction que l'on trouve chez Euclide du dodécaèdre et de 
l'icosaèdre, mais le premier pas vers ce but, la construction 
du pentagone régulier, était fait, et l'on s'enorgueillit visi- 
blement d'être allé si loin. 

Dans la construction des côtés du pentagone, ou du déca- 
gone, nous avons déjà un exemple de solution géométrique 
d'une équation du second degré, solution deux fois répétée 
par Euclide, mais ce qui prouve que les pythagoriciens ne 
s'en tinrent pas à ce cas unique c'est, non seulement la 

™ ■ F^' ■ ■ ■■ - I . .■■.■..■■■■■■ . ■■■ ■ 11^—^^— ■■ PII 1 

(') On sait que les parties aliquotes d'un nombre sont tous ses diviseurs, à 
l'exclusion du nombre luiniêrae, mais en y comprenant l'unité. (T.) 
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mention générale de Tapplicaiion des surfaces, mais encore 
la mention particulière du théorème de Pytliagore si impor- 
tant, nous le verrons, pour ces invesligations, ainsi que d'une 
construction ad hoc tout aussi importante. Ajoutons la dé 
couverte que les équations du second degré donnaient lieu à 
des grandeurs incommensurables ; les équations numériques, 
à des grandeurs irrationnelles (par ces dernières nous enten- 
dons toujours des grandeurs incommensurables avec l'unité 
employée). 

11 se peut aussi que les recherches pythagoriciennes sur la 
théorie des nombres n'aient été, partiellement, qu'une con- 
tinuation delà numération mystique des Babyloniens; mais 
elles n'en aboutirent pas moins, en tous cas, à former par ail- 
leurs des équations quadratiques où l'irrationalité fût évitée. 

On ne peut éviter les grandeurs irrationnelles dans les 
recherches générales mais, par cela même, les procédés 
mathématiques usités jusque-là manquaient de sûreté, et c'est 
le grand mérite des pythagoriciens de s'en être aperçus. On 
connaissait bien les proportions et, vraisemblablement de 
bonne heure déjà, l'on s'en servait sous l'une ou l'autre forme ; 
" mais avant Eudoxe il ne pouvait être question que d'égalité 
de rapports entre nombres entiers, ou d'égalité de ces rapports 
avec des rapports entre grandeurs géométriques, qui devaient 
être par suite commensurables; on employait les opérations 
simples comme la multiplication; on savait, à l'instar des 
Égyptiens, que, par exemple, un rectangle est égal au produit 
des côtés, l'unité de surface étant le carré construit sur l'unité 
de longueur; d'ailleurs, si les côtés sont incommensurables, 
non seulement la démonstration par la division en carrés 
n'est plus applicable, mais même la proposition perd tout 
sens, car il est contraire à l'idée que l'on se fait d'un produit,, 
dans le calcul ordinaire, que les facteurs de ce produit soient 
des nombres irrationnels. 

C'est cette difficulté que supprimèrent les pythagoriciens 
et, à leur suite, les mathématiciens grecs en représentant géo- 
métriquement la grandeur en général : au premier abord, 
ravantage de cette représentation peut, sans doute, paraître 
assez mince, étant donné qu'un segment quelconque a tout 
aussi bien une grandeur déterminée qu'un nombre pris arbi- 
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trairement, mais la figure tracée ne sert qu'à fixer pour Tima- 
gination la figure conçue, et les grandeurs, dans celle-ci, 
peuvent prendre toutes les valeurs qui s'accordent avec la 
conception. Ainsi, au même tilre qu'une lettre en Algèbre, la 
représentation d'une grandeur par la longueur d'un segment 
peut s'appliquer à des grandeurs variant d'une façon con- 
tinue. 

Sans doute les Grecs ne savaient rien des quantités néga- 
tives, pas plus que des quantités imaginaires : mais, à défaut 
des premières, les variations de la figure peuvent en partie 
présenter les mêmes généralisations que nous obtenons au- 
jourd'hui au moyen des quantités négatives. 

A ces remarques l'on peut reconnaître que les opérations 
sur les quantités représentées géométriquement jouent un 
rôle semblable à celui de nos opérations algébriques, de sorte 
que nous appellerons Algèbre géométrique la théorie de ces 
opérations, et nous l'exposerons ici telle que nous la font 
connaître 4e deuxième livre des Eléments d'Euclide d'une part, 
et, d'autre part, T^pplication qui en est faite partout, dans 
I, les Mathématiques grecques, principalement là où, mainte- 
• nant, on emploie des équations du second degré. L'Algèbre 
géométrique, aussi bien chez Euclide que chez d'autres, est a 
la base de tant de recherches que cette fréquence même con- 
stitue une preuve de la haute antiquité que nous lui pouvons 
attribuer, d'accord avec ce qu'on nous rapporte de la notion 
pythagoricienne de l'application des surfaces, et sa facile ap- 
plication à telles grandeurs que l'on veut, tant irrationnelles 
^ que rationnelles et, conséquemment, sa nature abstraite, con- 
viennent bien à ce que ditEudème de la façon dont Pythagore 
traitait la Géométrie, immatériellement. 

Il est toutefois bien possible que ce caractère abstrait n'ait 
pas été tout d'abord si notoire et si marqué qu'il l'était devenu 
au temps d'Eudème, et qu'il Test dans Euclide. Au contraire, il 
est naturel — et tout à fait d'accord avec ce qu'on nous apprend 
sur la liaison, opérée par les pythagoriciens, de la Géométrie 
et de l'Arithmétique — d'admettre que la traduction géomé- 
trique correspondant aux nombres entiers qui, chez Euclide, 
apparaît comme une application de l'Algèbre géométrique, 
fut antérieure à cette Algèbre même. 
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Dans les représentations géométriques des propriétés des 
nombres entiers, par lesquelles on a commencé, on trouva 
par la suite une forme de représentation qui, d'elle-même, 
tout aussi facilement, s'appliquait généralement à des gran- 
deurs continues, mais il est aussi probable que l'on ne s'en 
aperçut qu'à la longue : ce pourquoi nous commencerons par 
traiter de l'Arilhmétique géométrique des Grecs, comme in- 
troduction à leur Algèbre géométrique. 

3. — L'Arithmétique géométrique. 

On trouve couramment dans nos livres d'enseignement une 
démonstration géométrique pour cette proposition :1e produit 
de nombres entiers ne dépend pas de l'ordre des facteurs, 
et cette démonstration consiste à ranger lès unités, ou les 
points qui les représentent, en forme de rectangle; chaque 
rangée horizontale contient les unités du multiplicande, le 
nombre des rangées est égal au multiplicateur, et la permuta- 
tion des rangées horizontales avec les verticales démontre 
la permutabilité des facteurs. Si, au lieu d'unités, on se sert 
de petits carrés ayant i de côté, on aura du môme coup 
démontré le théorème géométrique que « la surface d'un 
rectangle a pour expression le produit de ses côtés » : si l'on 
néglige, au contraire, de prendre une unité déterminée l'on 
obtient, pourvu que les côtés soient commensurables, cette 
proposition que « deux rectangles sont entre eux comme les 
produits de leurs côtés ». 

C'est de cette représentation que provient la dénomination, 
universellement usuelle chez les Grecs, de nombres plans ^o\iv 
ceux qui se composent de deux facteurs, c'est-à-dire qui 
forment une surface rectangulaire, et la dénomination encore 
maintenant employée de nombre carré. Les nombres plans 
sont dits semblables quand leurs facteurs sont proportionnels : 
ces nombres sont alors proportionnels à deux nombres carrés. 

Au moyen du carré, qui figure un certain nombre carré (/^''), 
on obtient le nombre carré suivant (ai + i)% en construisant 
le long des deux côtés in nouveaux petits carrés, puis un 
encore dans l'angle rentrant ainsi formé. Cette figure complé- 
mentaire s'appelle gnomon, comme en général toute figure qui 
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représente la différence entre deux figures perspecti veine ni 
semblables, avec un point angulaire comme centre de simili- 
tude : dans le cas présent, elle est égale à in-\-i. On trouve 
ainsi que les nombres carrés se formetjl comme, les sommes 
des premiers nombres impairs, et si l'on fait de -2/1 -f-i lui- 
même un nombre carré l'on obtient précisément la déter- 
mination des côtés rationnels d'un triangle rectangle, ou la 
solution même de l'équation indéterminée x^-^y^z=iz^ en 
nombres entiers : cette solution a été attribuée (p. 27) à 
Pythagore, et celle que Ton rapporte à Platon s'obtient en 
donnant 2 de largeur au gnomon. 

Si l'on veut donner au gnomon une largeur quelconque, on 
a la solution la plus générale de cette même équation en 
nombres entiers : pour cela, Euclide, dans le premier lemme 
à la proposition 28 du dixième Livre, emploie une transforma- 
tion qui, dans notre langue algébrique actuelle, correspon- 
drait à peu près à l'introduction des nouvelles inconnues 
z-\- x^i Uy z — x^=iv{ c'est-à-dire que la largeur du gnomon 
est r); MP doit alors être égal à un carré J-. Euclide, dans ce cas, 
peut s'appuyer sur l'Algèbre géométrique qu'il a développée 
dans son deuxième Livre, et pour le serrer de plus près nous 
énoncerons dès maintenant la sixième proposition de ce 
Livre, proposition que nous rencontrerons bientôt de nou- 
veau sous la forme suivante {voir p. 89) : C étant le milieu 
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de AB, et D un point du prolongement de AB, 

A!) . BD = CD- - CBS 
c'est-à-dire, avec les signes employés plus haut : 



iw = z'^ — x^. 
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large des progressions arithmétiques d*où il résulte bien 
que la sommation fut exécutée par la méthode que nous ve- 
nons d'indiquer. 



Fig. 2. 
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Mais revenons à la représentation des unités par des points 
pour citer encore un moyen, connu de Nicomaque, de repré- 
senter géométriquement des progressions arithmétiques ayant 
I pour premier terme et, pour raison, un nombre entier quel-, 
conque {n — 2), moyen qui consiste dans l'emploi des nombres 
dits polygonaux (nombres /î-gonaux). On figure le second 
terme (n — i) par- des points qui forment, avec un point fixe, 
un polygone d'ordre n; le point fixe étant le centre de simi- 
litude, on passe de ce polygone à une série de polygones 
semblables d'ordre n au moyen d'une série de gnomons, dont 
chacun représente un terme de la progression : pour /i = 4, 
en particulier, on obtient les nombres quadrangulaires ou, 
étant donné que la forme du quadrilatère importe peu, les 
nombres carrés, ainsi qu'on Ta déjà vu. 

On a même étendu à l'espace celte Arithmétique géomé- 
trique : les nombres solides sont des nombres qu'on figure 
par un parallélépipède, c'est-à-dire des produits de trois fac- 
teurs — si ces facteurs sont égaux, on obtient des nombres 
cubiques; les facteurs de deux nombres solides semblables 
sont proportionnels et, par suite, leur rapport est égal au 
rapport entre deux nombres cubiques. Un nombre pyrami- 
dal esildi somme d'une série de nombres polygonaux d'ordre n, 
avec I pour premier terme, en imaginant les polygones su- 
perposés de manière à former une pyramide. 

4. — Algèbre géométrique. 

Une grandeur très générale, rationnelle ou irrationnelle, 
peut être figurée d'abord par la longueur d'un segment recti- 
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ligne et la soustraction ou Taddition des grandeurs ainsi re- 
présentées se fera en rapportant Tun des segments sur Tautre, 
ou sur son prolongement : nous venons d'avoir un exemple de 
ce procédé dans la sommation des progressions arithmé- 
tiques chez Archimède, et il est surtout applicable à la re- 
présentation d'équations du premier degré à coefficients 
entiers ou seulement rationnels, ces derniers étant réduc- 
tibles en nombres entiers. 

La multiplication, au sens immédiat du mot, des grandeurs 
générales, est un non-sens, mais on s'en tira en appliquant 
aux grandeurs générales la représentation géométrique, que 
nous connaissons déjà, d'un produit de deux nombres en- 
tiers. Toutefois, on n'élargissait point, comme dans les Mathé- 
matiques modernes, les concepts arithmétiques de multipli- 
cation et de produit : au lieu de parler d'un produit de 
grandeurs générales, on parlait d'un rectangle formé par les 
deux segments figurant les facteurs, et l'on opérait au moyen 
de ce rectangle. Cependant, étant donné que Ton représente 
de la même manière de véritables produits de nombres 
entiers, on pouvait toujours se faire guider par le trai- 
tement arithmétique usité dans ce dernier cas, et je pourrai 
donc, sans crainte d'induire en erreur, désigner dans ce 
qui va suivre par ab le rectangle formé par a et 6, et par a' 
le carré de a. 

On obtenait, de la sorte, une deuxième représentation géo- 
métrique des grandeurs, à savoir, comme surfaces, tout 
d'abord des rectangles et carrés; pour les additionner ou les 
soustraire, on devait leur donner un côté commun mais, 
cela, sans employer la théorie des proportions, car celle 
qu'on en possédait au v® siècle reposait sur l'usage exclusif 
de quantités commensurables. On introduisait donc un côté 
nouveau, dans un rectangle, à l'aide de la proposition sui- 
vante : les parallèles aux côtés d'un rectangle, qui se coupent 
sur une diagonale, divisent ce rectangle en quatre autres 
dont deux sont égaux, à savoir ceux que ne traverse pas la 
diagonale considérée (c/., p. 37-89 lesyî^. 3-5, où, pour le cas 
présent, l'on doit s'imaginer les carrés comme remplacés 
par des rectangles); si l'un de ces rectangles est le rectangle 
proposé, il est alors facile de donner à l'autre un côté donné. 
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Cette construction, qui répond à la division tout comme 
celle d'un rectangle de côtés donnés répond à la multipli- 
cation, porte le nom à'appHcation des surfaces (TrapaêoXi^), 
ou de TtapaêoX-j^ simple par opposition à la TrapaêoXiQ ellip- 
tique et hyperbolique dont nous parlerons plus loin, et 
nous verrons que la figure que Ton y emploie présente en- 
core d'autres applications importantes : la partie qui com- 
prend les deux rectangles égaux et Tun des deux autres 
s'appelle, ici comme en Arithmétique géométrique, gnomon 
— c'est, par exemple, CBËM dans \2ifig, 4« 

Le théorème en question se trouve employé de celte ma- 
nière dans Euclide, I, 43-44, mais il y est sous une forme un 
peu plus générale : les rectangles y sont remplacés par 
des parallélogrammes à angles égaux. Au contraire, au 
Livre II, le même Euclide opère au moyen dé rectangles; 
et c'est dans son Livre VI qu'il nous faut chercher des 
éclaircissements sur l'emploi qu'on dut faire des théorèmes 
de ce Livre II, longtemps avant lui, puisque, nous dit-on, 
les pythagoriciens avaient connu l'application des surfaces. 
Dans ce Livre VI, toutefois, les applications desdit théo- 
rèmes sont présentées sous une forme généralisée qui est 
bien de l'invention d'Euclide, ou de ses prédécesseurs immé- 
diats (*). 

Un rectangle, dont les côtés sont eux-mêmes des sommes, 
est la somme de tous les rectangles ayant pour côtés un 
terme de chacune des sommes données. 

Au lieu de la formule moderne 

{a ^ by = à^ -\- b^ ->r lab 

Euclide (II, 4) donnait lay?^. 3 suivante. 
Le problème que nous poserions maintenant par l'équatian 

(i) ax — œ-—b^ 

était exprimé par les anciens de la façon suivante ( fig. 74) : 
Construire, sur un segment donné AB (= a), un rectangle 



(*) Le but de cette généralisation est expliqué dans notre § 16. 
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AM égal à un carré donné (6*), de telle sorte que la portion 
de surface manquant — au rectangle ax sur AB — soit un 
carré (BM = ^*). 

Fig. 3. 
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On obtient cette construction, qui s'appelle application 
elliptique des surfaces — de EXXenj/tç, action de faire défaut — , 
en ramenant à la figure précédente celleparlaquelleonrésout 
le problème : si C, en effet, est le milieu de AB et qu'on 
applique le rectangle CK au côté DB (il prend la position 
DE), on voit que le rectangle AM est égal à un gnomon, 
c'est-à-dire égal à la différence des carrés élevés sur BC et 
CD ou, en notre langage algébrique, que 



^= ax — X 
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Maintenant, étant connus 6 et CB = -> on peut, au moyen 



a 



du théorème de Pythagore, trouver CD =1 x et, de la 

sorte, x. 

On peut conclure d'Euclide (YI, 28) que telle est à peu près 
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la manière dont fut résolu ce problème, encore que celte 

proposition le présente sous une forme plus générale, mais 

la transformation employée ici se trouve déjà dans Euclide, 

II, 5, où il est dit que, C étant le milieu et D un autre point 

de AB, 

r\D.DB-HCD2=CB2. 

Ce théorème donne directement la solution du même pro- 
blème, exprimé cependant sous la forme que voici : partager 
un segment donné AB en deux autres qui forment un rec- 
tangle de surface donnée (cette surface, il nous faut provi- 
oirement, pour pouvoir appliquer le théorème de Pythagore, 
rimaginer donnée sous la forme d'un carré 6-). Les Data 
d'Euclide (§85) nous montrent que les anciens ont également 
connu le problème sous cette forme, qui est l'énoncé géo- 
métrique du problème suivant : déterminer deux quantités 
dont on connaît la somme et le produit. 

La première représentation du problème que nous avons 
mentionnée, sous forme d'une application elliptique de surface, 
entraînait cet inconvénient que les anciens donnaient ordinai- 
rement une seule des solutions de l'équation (i)(vo«> p. 36), in- 
convénient qui disparaît de lui-même dans la seconde manière. 

Euclide donne (II, 6), absolument de la même façon, une 
solution (qu'implique la proposition ¥1,29) de l'équation 



(2) 



ax 4- j?2 — . ^2^ 



équation que les anciens expriment : sur un segment donné 




AB(=a), construire un rectangle AM égal à un carré 
donné (6*), de telle sorte que la portion de surface BM excé- 




ÀLGÈBR£ GÉOMÉTRIQUE. 89 

dante soit un carré (6*). Cette construction s'appelle V appli- 
cation de surface hyperbolique — de uTrepêoXT) = surplus-; le 
problème étant résolu et C désignant le milieu de AB, le rec- 
tangle AM se change en un gnomon si Ton porte le rectangle 
élevé sur AC dans la position GM. On trouve alors, D étant 
un point du prolongement de AB, que 

AD.BD=:CD«-CB'; 

et cette transformation géométrique concorde précisément 
avec la transformation algébrique par laquelle nous résolvons 
actuellement l'équation (2), savoir : 

on détermine CD(=: — \-œ\ à l'aide du théorème de Py- 

thagore. 

Le théorème d'Euclide (H, 6) comporte immédiatement la 
solution du même problème sous une autre forme que voici : 
déterminer deux segments (AD et BD) dont on donne la 
diflFérence et le rectangle (égal au carré 6'), problème qui 
n'est à son tour que la forme géométrique du suivant : déter- 
miner deux quantités, connaissant leur différence et leur pro- 
duit, et comme le problème se trouve également sous cette 
seconde forme chez les anciens {Data d'Euclide, 84), il im- 
porte fort peu que Ton ne rencontre aucune forme pour 
rendre l'équation 

( 3 ) x^- ax^b^ 

d'une manière aussi directe que celle par laquelle les appli- 
cations de surface rendent les équations (i) et (2). 

Pour obtenir, dans notre langage algébrique, l'équation (2) 
ou l'équation (3), nous n'avons, en effet, qu'à transcrire 
Euclide (II, 6) à la manière moderne, en posant 

BD z=x ou AD = X, 

Nous voyons donc que les anciens ont traité toutes les 
formes de l'équation du second degré qui donnent des racines 
positives car, pour les autres, il n'en pouvait être question 
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\u qu'ils n'avaient aucune idée des quantités négatives. Pour 
la solution géométrique que nous donnons ici, nous avons 
supposé que le terme connu, qui devait toujours être une 
surface pour Thomogénéilé, était donné sous la forme d'un 
carré : alors la solution a été obtenue au moyen du théorème 
dit de Pythagore, Ce théorème, dont les Égyptiens déjà con- 
naissaient au moins des cas particuliers, fut attribué à Pytha- 
gore sans que, toutefois, on sache rien sur la façon dont 
il l'aurait démontré, mais il se peut que cette démonstration 
ait été faite à l'aide de triangles semblables : elle ne pouvait 
donc être exacte, avec la théorie alors connue des propor- 
tions, que si les côtés étaient commensurables, car on ne 
faisait que commencer à ce moment-là d'introduire les con- 
structions géométriques universellement applicables, et c'est 
bien Euclide, comme il nous est expressément rapporté, qui 
doit être l'auteur original de la démonstration générale, au 
Livre I, 47> de son œuvre. 

Euclide démontrant que le carré élevé sur un côté est égal 
au rectangle (c'est-à-dire au produit) de la projection de ce 
côté sur l'hypoténuse par l'hypoténuse entière, il est assez 
vraisemblable que, dans l'ancienne démonstration qu'il vou- 
lait remplacer, on se soit servi des théorèmes qui y corres- 
pondent sur les moyennes proportionnelles. 

La démonstration, du reste, pouvait être également faite 
au moyen des opérations qui servirent à la solution des équa- 
tions; il ressort nettement de \dijig. 3 que 

a^ ^ b'^— {a -h by — lab, 

différence qui est égale au carré de l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle ayant pour côtés a et ^ : on le voit en construisant, 
aux quatre angles du carré (a 4- bY, des triangles de cette na- 
ture et tels qu'il reste un carré au milieu. Il nous faut peut- 
être voir un signe de l'usage général de cette démonstration 
dans ce fait que Socrate (le Dialogue Ménon, de Platon) pro- 
cède précisément ainsi pour persuader l'esclave de Ménon de 
la justesse du théorème dans le cas spécial où « = 6; mais, 
par rapport à une démonstration aussi simple, celle d'Euclide 
ne serait plus du tout un progrès. La variante que constitue 
cette explication possible nous prouve bien que nous n'avons. 
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sur les méthodes de démonstralion primitives, aucun rensei- 
gnement solide pour guider nos recherches. 

En ce qui concerne la transformation d'une figure en un 
carré, transformation dont on dut se servir, soit pour donner 
aux équations la forme admise ici, soit pour construire sans 
recourir au théorème de Pythagore la grandeur représentée 
dans la solution moderne par une racine carrée, on attri- 
bue expressément aux pythagoriciens la connaissance du 
problème : 

Construire une figure qui soit égale à une figure donnée 
et semblable à une deuxième. 

En tous cas, il ne peut avoir été question là que de figures 
rectilignes et, dans le cas spécial dont nous nous occupons, 
la deuxième figure est un carré, la forme plus générale du 
problème étant celle qui se trouve dans Euclide, VI, 25, où 
cet auteur doit Tavoir employée à ses applications de surface 
généralisées. Celui qui, postérieurement, attribua aux pytha- 
goriciens la notion du problème ainsi conçu voulait donner 
à entendre par là que ces pythagoriciens avaient été en pos- 
session des données que suppose et qu'exige l'application des 
surfaces; mais l'application simple des surfaces n'exige, elle, 
que la transformation de la figure en un carré. 

La transformation d'une figure rectiligne en un rectangle 
n'est pas embarrassante; en outre, Euclide nous montre 
comment on pouvait transformer un rectangle en un carré 
sans recourir aux moyennes proportionnelles et sans s'ap- 
puyer sur la théorie des proportions, incomplète avant Eudoxe : 
pour cela, dans son Livre II, ih, il ne s'appuie que sur l'Al- 
gèbre géométrique, car la construction repose, en effet, sur 
le théorème II, 5 (ou 6), précédemment mentionné, d'après 
lequel on représente un rectangle comme la différence de deux 
carrés. Le côté du carré, égal au rectangle, se construit en- 
suite à l'aide du théorème de Pylhagore. 
. Cette transformation correspond à l'équation 

'a — h ,^ 
et contient la solution de Véquation quadratique pure. 
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On attribue aux pythagoriciens un emploi géométrique 
déterminé de l'application de surfaces : la construction du 
côté du pentagone (ou décagone) régulier. Cette construction 
dépend, on le sait, de Téquation 

qui se transforme en 

et l'on résout cette équation par application hyperbolique de 
surfaces. Pour résoudre ce problème, Euclide (II, 11) se 
sert exactement de la même transformation d'équation sous 
forme géométrique. 

— Les théorèmes II, 5 et 6, ne servent pas exclusivement à 
résoudre les équations du second degré; ainsi nous avons 
déjà mentionné (p. 32) une application arithmétique qu'en fait 
Euclide dans son dixième Livre, et nous venons de dire com- 
ment, avec eux, on évite de recourir aux moyennes propor- 
tionnelles. Une autre preuve de ce fait que l'Algèbre géomé- 
trique dispense d'employer les proportions se rencontre chez 
Euclide (III, 35-37), dans les démonstrations des théorèmes 
sur la puissance d'un point par rapport à un cercle; les théo- 
rèmes II, 5 et 6, affirmaient (c/. les figures, p. 87 et 38) 
qu'étant donnés C, milieu de AB, et D, un point de AB ou de 
son prolongement, 

AD.DB=±:(CB2-CD^); 

si, maintenant, A et B sont les points d'intersection d'un 

cercle dont le centre est 0, on obtient par le théorème de 

Pythagore 

CB*— CD^^OB'^-ODS 

et les théorèmes sur la puissance sont démontrés. 

Toutefois, les éléments d'Algèbre géométrique exposés ici 
embrassent notamment le traitement des équations du second 
degré, c'est-à-dire précisément le terrain sur lequel s'était 
fait sentir la nécessité d'une représentation autre qu'une 
représentation numérique, à cause de l'intervention des 
quantités irrationnelles : pour traiter ces équations on pou- 
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vait, il est vrai, se contenter de l'emploi de rectangles et de 
carrés, tant qu'on n'avait pas déjà de grandeur donnée qui 
fût représentée par la surface de quelque autre figure, mais, 
quand TAlgèbre géométrique et son application se furent 
développées davantage, en particulier par la théorie des sec- 
lions coniques, on l'élargit jusqu'à se servir d'autres figures 
(que le rectangle et le carré) pour représenter les quantités 
avec lesquelles on opérait. 

Il est clair, cependant, que l'Algèbre géométrique, en son 
application aux rectangles — et même aux parallélogrammes, 
vu qu'on n'y introduit jamais d'unités déterminées et qu'ainsi 
l'on y opère toujours par équations homogènes, — que cette 
Algèbre, disons-nous, implique l'Arithmétique géométrique : 
car alors seulement il est possible de changer les points repré- 
sentant des unités en Arithmétique avec des carrés ou des pa- 
rallélogrammes égaux; les nombres triangulaires, au contraire, 
n'ont rien à voir avec la surface du triangle^ confusion qui 
devait amener plus tard les arpenteurs romains à se servir 

de la formule — ^^ pour calculer la surface d'un triangle 

équilatéral de côté a. 

5. ~ Équations quadratiques numériques; 
extraction de la racine carrée. 

De la concordance entre l'Algèbre et l'Arithmétique géomé- ^ 
trique appliquées aux rectangles il résulte qu'il était désor- 
mais facile de transporter, aux équations numériquement 
données, la solution générale trouvée pour les équations 
quadratiques. Ici, toutefois, surgissait un inconvénient : les y 
racines étaient en général irrationnelles. 

On chercha évidemment des types où l'inconvénient fût 
éludé, ce qui se voit aux efforts tentés pour résoudre des équa- 
tions indéterminées telles que x^ -+-/« = ^*, mais, dans les pro- 
blèmes géométriques ou autres applications, il fallait bien 
I prendre les grandeurs telles qu'elles étaient et, quand on ne 
pouvait trouver une solution rationnelle, c'est-à-dire exacte- 
ment exprimable en nombres, il y avait alors deux choses à 
faire : i^ prouver que les quantités cherchées n'étaient réelle- 
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ment point rationnelles et, passant à des équations où les gran- 
deurs données étaient déjà irrationnelles, classer les diffé- 
rentes quantités irrationnelles qui se pouvaient présenter ; 
2*» pour les applications, calculer les quantités irrationnelles 
avec la plus grande approximation possible. 

C'est dans la première direction que les anciens Grecs 
abondèrent le plus : nous avons déjà cité un exemple d'in- 
vestigation de ce genre dans la solution par Euclide de 
Téquation a^^-^- y^=z^y et comme il la résolvait complète- 
ment, il trouva les conditions non seulement suffisantes, mais 

aussi nécessaires, pour que \/x^-\-y' et \Jx^ — y'^ fussent ra- 
tionnelles; il trouva donc que, ces conditions n'étant pas 
remplies, les racines en question sont irrationnelles. 

Une démonstration de l'irrationalité de v^2, vraisemblable- 
ment très vieille et qui, dans quelques éditions, prit place, à 
tort, à la fin du dixième Livre d'Euclide, est cependant beau- 
coup moins compliquée et, représentation géométrique à part, 
peut s'exprimer à peu près de la façon suivante : si l'on a 

— TU 

\JiT^— (fraction simplifiée le plus possible), on aura 
m'=: in} y d'où résulte que m^ est un nombre pair et que m 

Tïl 

l'est également; — n'étant pas simplifîable, n serait alors 

impair. Mais si m est pair, il s'ensuit que m^ sera divisible 
par 4; donc n^ le sera par 2; donc n sera pair, or n ne pou- 
vant être à la fois pair et impair, il est bien impossible que y/â 
soit une fraction irréductible. 

Pareil procédé s'emploie, on le sait, d'une manière géné- 
rale, pour prouver que la racine d'un nombre entier ne peut 
être une fraction. 

Plusieurs des théorèmes du huitième Livre d'Euclide ont été 
probablement développés d'abord à cette fin : c'est le cas, par 
exemple, delà sixième proposition qui dit, quoique sous une 
autre forme, que la puissance d'une fraction irréductible doit 
être, elle-même, une fraction irréductible. Telle est, en tous 
cas, la démonstration générale dont on se servit plus tard, 
comme on le voit dans le commentaire d'Eulocius sur Archi- 
mède. 

Cependant, Euclide donne encore, dans son dixième Livre, 
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un moyen général pour vérifier la rationalité d'une grandeur, | 
ou, ce qui revient au même, la commensurabilité de deux 
grandeurs, et ce moyen consiste à employer la même opéra- 
tion que pour déterminer la plus grande commune mesure 
entre les deux grandeurs : les grandeurs étant figurées par 
des segments, on porte le plus petit, 6, sur le plus grand, jus- 
qu'à ce que le reste c soit plus petit que b, puis on porte de 
même c sur. b, etc. ; si celte opération se poursuit à l'infini, 
les grandeurs sont incommensurables. De cette façon on 
trouve facilement qu'un segment partagé en moyenne et 
extrême raison se résout en segmentations, incommensu- 
rables entre elles et avec le segment tout entier. Le segment 
.s'appelant a et ses segmentations ^ et /, on a, en effet, 

a a: y 

X Y X — y 

et l'opération qui, doit aboutir à la plus grande commune me- 
sure consiste donc en segmentation de segmentations, tant que 
manifestement il soit impossible d'en venir à bout. 

De cette façon on peut démontrer que et, par consé- 
quent aussi v/5, sont irrationnels. Il est d'ailleurs probable que 
Théétète, s'est servi d'un procédé analogue dans une suite 

de démonstrations particulières de l'irrationalité de v^3. 

Maintenant, comme les racines d'équations du second 
degré, au cas où elles sont incommensurables avec les quan- 
tités données, ne peuvent s'exprimer exactement par ces quan- 
tités, on comprend que les Grecs n'aient introduit aucune 
valeur approximative dans leurs investigations exactes, mais 
qu'ils aient seulement poursuivi l'opération avec les quantités 
trouvées, représentées par les segments qui résultaient de la 
construction correspondant à la solution de l'équation : c'est 
au fond ce que nous faisons quand, au lieu de calculer les ra- 
cines, nous nous contentons de les exprimer par des signes 
de racine carrée, ou autres symboles algébriques, mais toute- 
fois, un segment ayant tout l'aspect d'un autre segment, on 
ne pouvait arriver avec cette méthode à la clarté de notre 
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angage algébrique, et il fallut entreprendre une classification 
des quantités irrationnelles, fournies par solutions succes- 
sives d*équations du second degré. 

C'est ce que tenta, du temps de Platon, Théétète, dont le tra- 
vail fut continué par Euclide et compris dans le dixième Livre 
y des Éléments : nous y reviendrons à propos de ce Livre et il 
nous suffit ici de remarquer que ce Travail devait contenir 
aussi un examen des cas où une quantité, qui appartient en 
apparence à une classe, se ramène en réalité à une autre ; en 
d'autres termes, traiter de la simplification de l'irrationalité 
double. 

Nous rencontrons les applications de cette classification 
dans les cas ou l'on veut déterminer exactement des gran- 
deurs qui dépendent de racines carrées, et c'est le cas pour 
les côtés des polygones réguliers les plus simples comme pour 
les arêtes des polyèdres réguliers : Théétète s'est particuliè- 
rement occupé de cette dernière application qui joue un rôle 
capital dans les Éléments d'Euclide. 

Cependant, cet Ouvrage omet tout calcul approximatif de 
nombres, et l'explication en est peut-être qu'un pareil calcul 
abandonne la détermination absolument exacte à laquelle on 
visait en Géométrie, mais, d'un autre côté, le fait pourrait 
bien aussi tenir à ce que les Grecs étaient inhabiles à exécuter 
les calculs véritables; cette indigence paraît déjà lorsque, 
par exemple, Hérodote ne peut faire une division juste par 48, 
et elle est encore plus frappante s'il s'agit de sortir des quatre 
règles simples pour calculer, j'imagine, la racine carrée. 

Tenons-nous-en donc provisoirement à leurs moyens ordi- 
naires : il est vrai que la numération grecque écrite (dont nous 
aurons plus tard l'occasion de parler davantage), si l'on s'y 
exerçait comme nous le faisons pour la nôtre, dès l'enfance, 
pourrait bien être beaucoup plus pratique qu'on ne se l'ima- 
gine tout d'abord. On recourait bien aussi, dans les calculs, à 
des moyens mécaniques comme les tablettes à calculer mu- 
nies de divisions, mais, quand il s'agissait de représenter de 
grands nombres, la numération grecque ne suffisait plus : on 
le voit à ce fait que, à l'époque même où les Mathématiques 
étaient à leur apogée, des hommes comme Archimède et 
Apollonius, dans les écrits desquels un savant mathématicien 
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d'aujourd'hui pourrait encore trouver des théorèmes et des 
démonstrations qu'il ignore, durent se construire des sys- 
tèmes spéciaux afin de désigner les nombres de grandeur 
illimitée; c'est ce que fait précisément Archimède dans son 
écrit sur le calcul du sable, où il veut donner une idée de 
l'infinité de la série numérique et suppute combien de grains 
de sable il peut y avoir dans le monde, si l'on attribue cer- 
taines grandeurs à ce monde comme aux grains de sable. 

Enfin, ce qui ne plaide encore nullement en faveur des 
moyens de calcul numérique particuliers au commun des 
Grecs, c'est que les astronomes ne les estimèrent point suffi- 
sants et adoptèrent, avec TAstronomie des Babyloniens, leur 
système sexagésimal pour les calculs astronomiques. 

Pour le calcul de la racine carrée chez les Grecs, men- 
tionnons d'abord une détermination particulière de \Ji : on 
ne la tient immédiatement que d'un arithméticien relative- 
ment récent, mais il faut faire remonter cette détermination 
à une époque bien antérieure, car on la trouve établie dans 
Euclide, II, 9 (et 10). En outre, la façon dont elle y est éta- 
blie constitue un type d'application de l'Algèbre géométrique : 
C étant le milieu, et D un autre point du segment AB, le théo- 
rème 9 dit que 

AD^ -h DB* =: 2 AC^ 4- 2 CDS 

théorème que l'on eût pu démontrer par des transformations 
de rectangles; mais Euclide le démontre à l'aide du théorème 




de Pythagore appliqué aux triangles rectangles isoscèles, dé- 
monstration qui tient sans doute précisément à ce que sji est 



48 LES MATHÉMATIQUES GRECQUES. 

représentée comme Thypoténuse AB d'un pareil triangle 
AEB. Z étant alors le point où la perpendiculaire à AB en D 
coupe le côté EB, on a 

DB — DZ, 

et 

AD2 + DZ* = AE^ -h EZ^ = 2 AC» -h 2 CD». 

Pour rendre plus claire Tapplication de Téquation trouvée, 
posons 

CD=;r, BD=7, 
d'où 

AD = 2 a? -h /, AC =zx -{-y^ 

et, en désignant les deux dernières quantités par jj et a?,, 
on a 



2X 



î-/î = -(2^*-y')« 



L'équation trouvée sert à tirer, d'une solution en nombres 
entiers de l'une des deux équations indéterminées 

une solution de l'autre équation en nombres supérieurs 
ûc^zzz X -h y et ji= 2x-f-y, et, si l'on continue ainsi, les valeurs 

i> — > etc., qui, tour à tour, sont trop petites ou trop grandes, 

se rapprochent toujours davantage de \/2; on peut partir, si 
l'on veut, de ^ =: / := I. 
Au reste, les pythagoriciens connaissaient déjà la valeur 

approximative |- 

Il se peut, dans des cas spéciaux, qu'on ait entrepris ainsi 
l'extraction de la racine carrée; tel devait être le cas qui se 
rattache aux démonstrations, déjà mentionnées en passant, 
de l'irrationalité de racines carrées spéciales (p. 4^) et, d'ail- 
leurs, la méthode donnée par Euclide pour vérifier l'irratio- 
nalité implique une telle extraction de racine, tout en res- 
semblant à remploi actuel des fractions continues et de leurs 
convergentes. Cette similitude se remarque déjà dans le 

calcul que nous avons exposé dey/a; il se peut, du reste, 
que pour d'autres extractions spéciales de racines, comme 
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dans ce calcul, on se soit servi également d'équations indéter- 
minées du second degré qui, avec les équations indétermi- 
nées (comme a:* h- y* = 2*) à l'aide desquelles on constituait 
des exemples numériques où fût évitée l'extraction de la ra~ 
cine carrée, contribuèrent à développer chez les Grecs l'ha- 
bitude de manier certaines équations indéterminées du 
second degré, habitude dont témoignent les écrits de Dio- 
phante à une époque bien postérieure. 

Mais, précisément, le fait que l'on ait recouru à des mé- 
thodes spéciales de ce genre prouve assez qu'on ne fut nul- 
lement habile, en général, pour extraire les racines carrées : 
on disposait pourtant du même moyen général qu'à présent, 
à savoir les expressions de (a=b 6)', dont la forme géomé- 
trique était presque aussi pratique que notre forme algé- 
brique moderne, et il se peut, notamment, qu'Archimède ait 
employé ces expressions pour obtenir les racines qui, mal- 
heureusement sans aucune indication de méthode, se trouvent 
dans sa Mesure du cercle. 

Les entiers des racines carrées de quelques nombres entiers 
à sept chiffres — dans notre numération écrite — auraient 
alors été calculés à peu près au moyen des mêmes opérations 
que maintenant puisque, pour corriger les valeurs approchées 
obtenues déjà (a), on disposait des inégalités 

a± — > \/a' zïz b >a±. 



ia ' 2a zïz i 

De même, Archimède établissant les limites 

i35i /TT 265 

— Q- >v3 > -^, 

780 100 

a pu, par la (méthode indiquée, tirer ces inégalités de l'ap- 

26 
proximation —= ou, plus justement, de la valeur 26, ap- 

I D 

proximative de i5v^(r= ^^26^— i). C'est ce qu'on voit en 

26 
faisant = 26, b=:i dans les inégalités ci-dessus: —= se tire 

i5 

5 
de la même manière de l'approximation plus simple ^- 

Une preuve qu'il n'existait point de méthodes générale- 
z. 4 
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menl connues pour extraire des racines carrées quelconques, 
c'estqu'unArchimède, seul, put arriver à déterminer tt comme 
compris entre les limites 3| et 3 4t> détermination irréali- 
sable avant lui. Ce]qui suit nous montrera, il est vrai, qu'on 
était en mesure, avant lui, de venir à bout sans grand'peine 
des difficultés géométriques, mais qu'on avait reculé devant le 
calcul numérique et l'extraction, qu'il comporte, des racines 
carrées, calcul inévitable si l'on voulait faire un emploi pra- 
tique de ces racines : aussi est-il naturel de trouver la 
plupart de ces calculs chez Héron qui, lui, se proposait des 
applications pratiques, et l'on vient même de découvrir la 
méthode qu'il possédait pour les exécuter, méthode qui ne 
diffère guère de celle que nous avons attribuée à Archimède. 
Néanmoins le degré d'exactitude, dans ses déterminations, 
n'est pas très grand en comparaison de ce qu'atteignait la 
théorie générale établie depuis plusieurs siècles déjà. 

Ses extractions de racines carrées se rattachent, d'ailleurs, 
à une autre circonstance : c'est chez lui qu'on trouve, pour 
la première fois, des exemples du traitement d'équations 
numériques du second degré; ainsi nous voyons que, le 
terme x^ ayant un coefficient numérique a, il changeait ce 
terme en a^x^ en multipliant l'équation par a et considérait, 
après cela, ax comme inconnue. Sans doute, Euclide avait 
également, nous le verrons, traité de telles équations et, 
cela, d'une manière générale, applicable encore même si le 
coefficient a est irrationnel, mais, précisément à cause de 
sa généralité, cette forme de traitement ne montre pas clai- 
rement comment on s'y prenait dans le calcul pratique. 

Nous voici parvenus jusqu'au temps d'Héron et nous n'avons 
encore rien dit des calculs exécutés avant lui pour dresser 
les Tables de cordes d'arc des auteurs astronomiques. Tables 
établies d'après le système sexagésimal emprunté, entre 
temps, aux Chaldéens. Héron n'en fait aucun usage; on peut 
donc admettre que sa méthode est, en substance, la méthode 
d'origine grecque, mais plus développée de son temps qu'elle 
ne l'était à l'époque qui nous occupe pour l'instant. 

En revanche, les racines carrées qu'on trouve dans Ptolé- 
mée sont calculées en unités sexagésimales à peu près de la 
même manière que nous calculons aujourd'hui des racines en 
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fractions décimales, et il a été dit précédemment que, de 
bonne heure déjà, les Grecs connaissaient le fondement 
théorique de ce calcul d'après la formule pour {a -+- b)^; ils 
en purent donc naturellement venir, l'Astronomie exigeant 
de plus en plus la précision numérique, à exécuter réelle- 
ment ces calculs. Cependant il se pourrait que les vieilles 
Tables de nombres sexagésimaux carrés ou cubiques, déjà 
mentionnées page lo, fussent un indice que Ton connaissait 
d'antique date, en Babylonie, l'extraction des racines et que, 
sous ce rapport encore, les Grecs apprirent déjà quelque 
chose des peuples d'Orient lors que le système sexagésimal 
fut introduit chez eux. 

Ce ne sera guère nous tromper que de voir dans la décou-^ 
verte et le traitement ultérieur des grandeurs irrationnelles 
la source de ce qui fit, et la force principale, et la principale 
faiblesse des Mathématiques grecques. 

D'un côté l'on chercha, d'un effort continu, à rendre toute 
démonstration applicable, même à ces grandeurs qui ne se 
peuvent qu'approximalivement exprimer par des nombres et 
pour lesquelles, en conséquence, toute démonstration numé- 
rique serait insuffisante : ainsi se développèrent les scrupu 
leuses tendances des Grecs à l'impeccabilité de leurs dé- 
ductions et à la précision de l'expression, qualités grâce 
auxquelles les Mathématiques sont devenues la Science 
exacte par excellence, et les mots certitude mathématique 
synonymes d'absolue certitude. Les Grecs ont jeté, de la sorte, 
le fondement nécessaire au sublime édifice d'Archimède et 
d'Apollonius, et c'est à ce fondement même que dut revenir 
comme à son point d'appui la Mathématique moderne quand 
il lui fallut, après si longtemps, reprendre à nouveau la même 
puissance scientifique; bien plus, même de nos jours, elle 
a recours aux principes logiques développés et tenus en 
haute estime par les Grecs, soit pour s'assurer, dans la voie 
arithmétique où elle est engagée, la même certitude que les 
Grecs assuraient à leurs formes géométriques, soit pour 
rendre inattaquable le calcul infinitésimal. 

D'autre part, une œuvre aussi grandiose n'aurait point dû 
entraîner l'indifférence pour les essais tendant à calculer ap- 
proximativement ce qui ne comporte pas de pleine et entière 
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exactitude : Archimède ne montra-t-il point que Ton pouvait 
exprimer d'une manière irréprochable les résultats même 
d'un pareil calcul? C'est ce qu'il fait, précisément, en indi- 
quant les limites entre lesquelles doivent être situées les 
quantités cherchées, mais son exemple ne fut pas suivi dans 
les autres Ouvrages strictement mathématiques où le calcul 
pratique en vint bientôt à n'être plus considéré que comme 
secondaire, et [les mathématiciens proprement dits ne lui 
accordèrent point l'attention qu'il mérite : nous verrons plus 
tard le grand tort qu'une telle abstention devait causer aux 
Mathématiques elles-mêmes. 



r, 



6. — L'infini. 

On sait que Pythagore faisait du nombre le principe de 
toutes choses, en disant : Les choses sont nombres. Nombre 
signifiant chez les Grecs les nombres entiers, les nombres de 
la série numérique naturelle, cette sentence s'accorde bien, 
d'une façon générale, avec les études des pythagoricien, 
précédemment mentionnées sur la théorie des nombres en- 
tiers, comme avec le sens mystique qu'ils attribuaient à cer- 
taines relations numériques. Il reste, cependant, difficile de 
donner au texte de cette sentence une signification directe- 
ment conforme aux mathématiques pythagoriciennes, et il 
faut, en effet, que cette signification immédiate ait été anté- 
rieure aux explications, plutôt idéalistes, données, par la 
suite, de la phrase en question. / 

Tels quels, les mots ne peuvent guère vouloir dire autre 
chose si ce n'est que tout est déterminable numériquement 
et, comme il ne saurait être question ici que de la grandeur 
des choses, le sens est que ces choses se peuvent exprimej»,par 
des nombres. C'est même effectivement le cas pour les gran- 
deurs commensurables, quand on choisit une unité suffisam- 
ment petite, et il n'y aurait donc pas à s'étonner de la sentence 
si ce n'étaient, précisément, les pythagoriciens qui aient 
découvert que des quantités de même nature ne sont pas 
toujours commensurables : par conséquent, la sentence citée 
est fausse dans son sens littéral. 

Toutefois, l'explication que nous venons de tenter, seule 



/ 
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conforme à l'usage grec du mol nombre, n'est pas, par cela 
même, nécessairement erronée : il se peut que la sentence I 
pythagorique soit plus vieille que la découverte des quantités 
incommensurables, ou bien même, peut-être, est-ce en es- 
sayant de la justifier que Ton fut amené à découvrir ces ■/ 
quantités, et une formule philosophique à laquelle on a déjà 
attaché maintes considérations n'est pas si facilement mise 
de côté, alors même qu'on la reconnaît fausse dans son sens 
primitif; on doit s'efforcer de modifier ce sens de manière qu'il 
continue d'être applicable, ce qu'auraient peut-être même 
tenté de faire les pythagoriciens. 

Pour le cas présent, pareille modification put être facile : 
on trouvait l'incommensurabilité des grandeurs en poussant 
à l'infini les calculs qui servaient à déterminer la plus grande 
commune mesure, et il n'y avait pas loin de là à soutenir que 
la plus grande commune mesure est alors infiniment petite, r 
et contenue un nombre infini de fois dans les grandeurs. - 
Dans ce cas, les choses étaient déterminées par des nombres . 
infinis, ou par d'infinies approximations produites par lesj 
rapports entre des nombres toujours croissants. 

Cette explication, cependant, ne serait guère admissible si 
l'on ne pouvait prouver que des mathématiciens, pythagori- ^ 
ciens et autres, ont vraiment de leur temps déterminé des 
quantités de cette manière, par approximation infinie. Sans 
doute, nous ne possédons aucun renseignement direct sur 
ces déterminations, mais la campagne qui fut menée contre 
elles, notamment par une autre école philosophique, celle 
d'Élée, en atteste l'existence et, par cette campagne, j'en- 
tends les fameux sophismes mis en avant vers le milieu du 
siècle par le fondateur de l'école éléale, Zenon : en général, 
ils ont pour but de montrer les incohérences auxquelles on 
aboutit quand on veut composer des grandeurs continues 
avec des particules infiniment petites en nombre infini. 

Deux de ces sophismes démontrent que le mouvement 
est impossible, et la première démonstration est la sui- 
vante : pour aller d'un lieu à un autre il faut, avant d'at- 
teindre ce dernier, accomplir d'abord la moitié du chemin, 
puis la moitié de la moitié, et ainsi de suite jusqu'à l'in- 
fini, ce qui exige que l'on parcoure des bouts de route en 
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nombre infini. Ce mouvement, dit Zenon, est donc impossible. 

Achille aux pieds rapides, dit encore Zenon dans un second 
sophisme, ne saurait rattraper la lente tortue, car il lui faut 
d'abord atteindre Tendroit qu'occupe actuellement la tortue, 
puis parcourir la route faite par la tortue dans l'intervalle, etc., 
à l'inflni : mais cet infini est inépuisable. 

Encore que Zenon ait subtilisé jusqu'à nier la réalité phy- 
sique elle-même du mouvement, la considération sur laquelle 
il fonde son paradoxe nous intéresse : le mouvement qui, de 
sa nature, doit être c ontij iu, est impossible selon lui, parce 
que nous ne pouvons le concevoir tel, étant donné que nous 
ne pouvons exprimer le mouvement continu par décomposi- 
tion en moments isolés et distincts. Ces décompositions qu'il 
combat doivent, cependant, avoir été tentées par ses adver- 
saires. Voyons, au reste, ce qui en est : le premier sophisme 
met en jeu la justesse de cette assertion que 



. . .'jusqu'à l'infini. 



et. dans le second sophisme, il s'agit, si nous admettons que 
Achille se meuve n fois plus vite que la tortue, de ce que la 




somme i 



— \ — r H-. . . a une valeur finie si l'on augmente 



n rr 
indéfiniment le nombre des termes. 

Mais, au temps de Zenon, on savait sûrement calculer le 

temps nécessaire à Achille pour atteindre réellement la tortue ; 

f es adversaires de Zenon savaient donc aussi que la valeur 

finie de la somme de termes en question, en nombre infini, 

n 



est 



n 



, et les considérations que Zenon prétend absurdes 



impliquent si nettement ces résultats positifs, qu'à moins 
d'admettre, comme moi, que ce soient ses adversaires qui 
ont établi ces résultats, — ou de semblables, — il faudrait 
presque les lui attribuer à lui-même : car on ne se met pas 
ainsi, sans esprit mathématique et sans grande sagacité, à en- 
treprendre de chic des décompositions aussi fructueuses au 
point de vue mathématique. 

Nousvoyons donc qu'au milieu du cinquième siècle on n'était 
pas sans s'être occupé de la sommation d'une série géométrique 
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inflnie, sommation que nous verrons employée plus tard par 
Archimède, en dues formes et avec une sûreté plus grande. 

A un point de vue strictement logique, pourtant, Zenon n'a 
pas tort : en effet, il ne peut être admissible qu'on se serve 
. de quantités inflnies pour démontrer des résultats positifs, ^ 
tant que Tinfini n*est expliqué que par son nom, car il n'y a 
dans son nom qu'une idée purement négative, à savoir qu'il u^ 
/ ne peut être atteint. Dans les Mathématiques grecques, on 
se rangea du côté de Zenon, au point que l'idée d'infini 
comme moyen de démonstration positive fut, au siècle sui- i-^ 
vant, tout à fait rejetée, ou du moins traitée de manière à J 
défier de semblables controverses. 

Mais cela n'eut pas lieu tout de suite : l'école atomislique, 
qui considérait les corps physiques comme composés de par- 
ticules indivisibles, se livra certainement à son tour à une 
£/ investigation infinitésimale de la composition géométrique de 
ces corps. Ce fut au moins le cas pour Démocrite, l'homme 
le plus important de cette école, et l'on rapporte qu'il traita la 
question de savoir si deux sections planes de cône, parallèles 
et infiniment voisines l'une de l'autre, devaient être consi- 
dérées comme égales ou inégales : dans le dernier cas le 
cône serait scaliforme, tandis que ce serait un cylindre dans 
le premier, et cette question se posait tout naturellement à 
qui voulait calculer par une sorte d'intégration le volume d'un 
cône, ou plutôt démontrer simplement les théorèmes sur 
l'égalité des cônes, à la manière dont le font d'ailleurs encore 
nos traités élémentaires. Que Démocrite se soit occupé de 
questions infinitésimales, les titres de plusieurs de ses écrits, 
tous perdus aujourd'hui, l'indiquent peut-être également : 
Des lignes et des solides incommensurables, Des nombres; 
peut-être aussi ce titre : Du contact du cercle et de la sphère. 
Néanmoins on ne sait rien de son œuvre raatbématlque et 
cela, probablement, par la raison qu'à l'époque suivante les 
Mathématiques furent cultivées surtout V^^ ^^^ savants qui 
se rattachent à l'école lie Platon et que cette école réprouvait 
complètement la philosophie de Démocri*-^- 

Démocrite aurait donc approfondi l'idée d'into\ de îaçou a 
assurer quelque autorité aux spéculation^ basées sut ^^^^^ ^^ 
en aurait peut-être même montré V oloi pour devétÂUbles 
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investigations mathématiques, par exemple pour rechercher 
le volume du cône, mais cette idée ne put néanmoins se 
maintenir comme moyen admis de démonstration mathéma- 
tique et, bien plus que la dialectique de Zenon qui, partant 
d'un point de vue philosophique, essayait de prouver l'in- 

y suffisance de Tidée d'infini pour établir des résultats nulle- 
ment douteux en soi, les conclusions erronées auxquelles 
elle pouvait servir contribuèrent à battre en brèche celte 
idée même d'infini. 

Comme exemple de ces conclusions, nous citerons la dé- 
monstration du sophiste Antiphon affirmant possible la qua- 
drature du cercle, c'est-à-dire la construction exacte du carré 
précisément égal à un cercle donné, démonstration qui peut 
— si, du moins, nous nous en rapportons à ses adversaires — 
se résumer de la manière suivante : on peut construire, dans 
le cercle, un triangle équilatéral et, par suite, en divisant les 
arcs en deux, des polygones réguliers d'un nombre croissant 
de côtés ; en poursuivant cette construction à l'infini, le poly- 
gone se confond enfin avec le cercle. Tous les polygones 
étant carrables, conséquemment le cercle l'est aussi. 

C'est par de tels abus que fut ébranlée la confiance dans 
les considérations d'ordre infinitésimal, et elle ne put se main- 
tenir dans les mathématiques proprement exactes, quelque 
soin qu'ait apporté Aristote dans sa Physique pour montrer 
comment la continuité des changements est inhérente à la 
nature de l'espace, du temps et du mouvement. Les sophismes 
de Zenon, aussi bien que la réponse d'Aristote à ces sophismes, 
nous montrent toutefois que, si on laissa de côté les quan- 
tités infiniment petites, ce ne fut pas faute d'intelligence, 
mais en vertu d'un libre parti, dicté par des considérations 
logiques. La méthode inventée avant Aristote par Eudoxe 
rendait ce parti possible : elle permettait, en effet, de dé- 
montrer complètement, sans recourir aux quantités infini- 
ment petites, la justesse des déductions en la matière, ce à 

/ quoi sert la preuve par exhaiistion; mais je ne m'étendrai 
sur cette preuve qu'après en avoir vu les applications dans 
Euclide, et j'attendrai, de même, pour expliquer la théorie 

I des proportions (T Eudoxe, qui est liée à la démonstration par 

j exhauslion, que nous ayons rencontré cette théorie au cin- 
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quième Livre d'Euclide. Remarquons seulement ici qu'elle 
est immédiatement applicable, aussi bien aux quantités in- 
commensurables que commensurables de sorte que, après 
Eudoxe, les proportions entre quantités incommensurables 
ont la même validité que les proportions entre quantités com- 
mensurables. 

7. — La qnadratnré dn cercle. 

Passons désormais de ces questions de principe à cer- 
taines investigations particulières, commencées également 
au v« siècle, dont se sont occupés les mathématiciens durant 
toute la période antéeuclidienne, et même depuis : nous 
venons de faire allusion à la quadrature du cercle et il faut 
entendre, par là, aussi bien le problème qui consiste à cal- 
culer avec une approximation convenable la surface et la cir- 
conférence du cercle, que celui qui consiste à construire un 
carré égal à la surface du cercle et, de même, un segment égal 
à sa circonférence. 

D'après ce qui fut dit précédemment on peut com- 
prendre que la solution du dernier problème, de par son 
caractère et son utilité possible pour les calculs, devait ap- 
paraître digne de tous les efforts; et, en vue de cette solu- 
tion, les mathématiciens jusqu'à Archimède négligèrent les 
calculs importants qui ne donnaient, avec toute leur difficulté, 
que des résultats inexacts : c'est le dégoût de pareils calculs 
qui conduisit Antiphon, nous l'avons déjà vu, à partir des 
polygones inscrits — excellent moyen de calcul — pour sou- 
tenir l'insoutenable à propos de la solution du problème 
par construction. 

On connaissait bien aussi le moyen de calculer une limite 
supérieure pour la surface, à savoir les polygones circonscrits, 
mais on abusa également de ce moyen en des sophismes 
comme celui d'un certain Bryson qui, à ce qu'on raconte, 
prétendait que, pour carrer un cercle, il suffit de tracer le 
périmètre d'un nouveau polygone entre les périmètres d'un 
polygone inscrit et du polygone circonscrit correspondant : 
le nouveau polygone serait, en effet, et comme le cercle, plus 
grand que le polygone inscrit et plus petit que le polygone 
circonscrit, -— donc (I) égal au cercle. 
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Avec la conclusion d'Antiphon, ce sophisme prouve du 
moins que l'on concevait déjà, à celte époque, le moyen d'ef- 
fectuer et de contrôler les déterminations approximatives du 
cercle. On ne saurait reconnaître un tel mérite aux solutions 
qui consistaient à trouver un nombre à la fois nombre carré 
et nombre dit cycliquej c'est-à-dire dont le carré finit par le 
même chiffre que le nombre même. Mais on voit néanmoins, à 
ce grossier sophisme, que la lutte ouverte par Zenon, en ma- 
thématiques, contre les expressions inexactes ou incomplètes 
de pensées justes, n'eut pas pour résultat unique de con- 
traindre les mathématiciens à donner plus de soin à l'exacti- 
tude de leur forme : inversement, elle apprit aux sophistes 
qui n'étaien^t pas en même temps mathématiciens à em- 
ployer les formes mathématiques pour établir des conclusions 
saugrenues. 

Cependant, quand Aristote et ses commentateurs, qui 
nous font connaître de tels exemples, accusent un mathéma- 
ticien comme Hippocrate de Chios d'avoir utilisé de la sorte 
une fausse déduction pour effectuer la quadrature du cercle, 
il faut qu'ils aient confondu le but visé par Hippocrate avec 
le résultat qu'il présentait comme réellement obtenu. Cette 
accusation nous a valu toutefois de connaître les investiga- 
tions d'Hippocrate qui, outre qu'elles ont conduit leur auteur 
à un résultat intéressant, savoir aux premières quadratures 
de surfaces limitées par des courbes, nous sont un excellent 
exemple des moyens dont disposait un bon géomètre du 
v« siècle, et du parti qu'il en savait tirer : c'est pour cette 
raison que nous donnerons ici un extrait des travaux d'Hip- 
pocrate tels que nous les rapporte Eudème. 

D'après lui, Hippocrate démontre tout d'abord que des seg- 
ments semblables de cercle sont proportionnels aux carrés 
des diamètres, démonstration qu'il dut faire à l'aide du théo- 
rème correspondant sur deux cercles; le théorème démontré 
sert ensuite à carrer la lunule que limitent un demi-cercle et 
un arc de 90° sur le diamètre de ce demi-cercle, et pour dé- 
montrer que cette lunule est égale au triangle rectangle 
isoscèle ayant pour hypoténuse le diamètre du demi-cercle. 
Après quoi, il obtient de la manière suivante une lunule 
dont l'arc extérieur est plus grand qu'un demi-cercle : on 
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construit d'abord un trapèze, dont trois côtés sont égaux cha- 
cun à a, et le quatrième égal à av^3 (en puissance trois fois 
aussi grand que les autres, c'est-à-dire que son carré est 
trois fois aussi grand que le carré de chacun des autres 
côtés); on circonscrit un cercle à ce trapèze, et Ton prend la 

lunule comprise entre Tare de la corde a y/S et un arc plus 
petit, sous-tendu par la même corde, et qui soit semblable 
à l'arc des cordes a. On voit alors que la lunule est égale au 
trapèze. 

Hippocrate construisit encore une troisième lunule car- 
rable : je vais rendre compte de cette construction et de 
l'usage qu'en fait l'auteur en reproduisant directement ici 
une partie du rapport d'Eudème (*). 

« Soit un cercle qui ait pour diamètre la droite AB(=: 2 r), 
pour centre le point K. Menons la droite CD perpendiculaire 

Fig. 7. 




sur le milieu de la droite BK. Inscrivons entre cette perpen- 
diculaire et la circonférence la droite £Z, dirigée vers B et 

égale en puissance à une fois et demie le rayon ( = r i /- 

Menons la droite EH parallèle à la droite AB. Joignons K à E 
et à Z. Soit en H la rencontre de la droite EH et du prolonge- 
ment de celle menée de K à Z. Joignons enfin B à Z et à H. 



( 1 ) Gomme a essayé de le restituer P. Tannery dans les Mémoires de la So- 
ciété de Bordeaux^ t. V, 2" se'rie, 2* fascicule, en le débarrassant des propo- 
sitions ajoutées par Simplicius ; les parenthèses ordinaires ne renferment que des 
additions explicatives, faites par P. Tannery à la traduction du texte grec. 
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Il est clair que Tune de ces deux dernières droites est le pro- 
longement de la droite EZ qui tombe en B, que l'autre, la 
droite BH, sera égale à la droite EK. Ceci posé, le trapèze 
EKBH est inscriptible dans un cercle. Décrivons aussi le seg- 
ment qui circonscrit le triangle EZH. <^Chacun des deux seg- 
ments sur les droites EZ, ZH sera semblable à chacun des 
trois segments sur les droites EK, KB, BH.)> 

Ceci posé, la lunule formée sera égale au rectiligne 
composé des trois triangles « c'est-à-dire au penta- 
gone EKBHZ. . . » ce que Ton peut démontrer par ce fait que 
chacun des deux segments situés sur EZ et ZH est égal à 
une fois et demie chacun des trois segments situés sur EK,. 
KB et BH. 

Hippocrate démontre encore que Tare extérieur EKBH de 
ette lunule est plus petit qu'un demi-cercle, l'angle inscrit 
dans le segment EKH étant obtus, démonstration qui, avec 
os signes, s'exprime de la manière suivante : 

EZ'=-/'=iEK*H-iKB*, 

2 2 

EZ* > EK* H- KZ*. 

Que KB* soit plus grand que 2KZ* doit résulter pour Hippo- 

ate de ce que l'angle KZB est obtus, mais on ne dit pas, ce- 
pendant, comment il le prouve, et il l'a conclu, probablement, 
de ce que son angle adjacent EZK, opposé à EK et plus petit 
que EZ, doit être aigu. 

Dans le fragment qui nous est conservé l'on trouve encore 
la construction d'une lunule qui, ajoutée à un certain cercle, 
donne une surface carrable, et c'est précisément cette lunule 
dont la quadrature eût abouti à celle du cerclé, mais elle 
n'est identique à aucune de celles antérieurement carrées 
et Hippocrate, qui était capable de construire lui-même ces 
lunules de telle sorte qu'elles fussent carrables, dut certaine- 
ment, quoi qu'en dise Aristote, s'en apercevoir aussi bien 
que nous. 

Pour donner, d'après les investigations qu'on vient de citer, 
une idée positive des travaux mathématiques d'alors, il faut 
remarquer tout de suite, à propos d'une construction comme 
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celle d'un trapèze au moyen de ses côtés, la brièveté de Tin- 
dication; retenons aussi que remploi des grandeurs des 
côtés d'un triangle pour rechercher si un angle du triangle 
est aigu, droit ou obtus, est considéré comme bien connu, 
tout comme le théorème suivant lequel les surfaces de 
cercles sont entre elles comme les carrés décrits sur les dia- 
mètres. Pourtant on ne pouvait connaître encore la démon- 
stration euclidienne de celte dernière proposition, ni même 
aucune démonstration dont se fussent contentés les mathé- 
maticiens grecs qui vinrent ensuite, mais on aura pu néan- 
moins se convaincre de la justesse du théorème à l'aide de 
considérations comme celles dont abusait Antiphon. 

On pouvait sans difficulté construire une ligne telle que 
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soit par la méthode mentionnée en algèbre géomé- 



trique pour changer en un carré un rectangle de côtés r et 
- r, soit par application du théorème de Pythagore. Vinter- 
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calation de EZ= ^\/ - entre CD et la circonférence, de ma- 
nière que son prolongement passe en B, dépend d'une équa- 
tion du second degré qu'on savait résoudre à cette époque par 
construction géométrique, comme nous l'admettons avec as- 
surance; cependant il est possible, et nous l'expliquerons 
bientôt, qu'on ait procédé différemment pour cette construc- 
tion. 

Les diverses tentatives faites pour carrer le cercle à l'aide 
de la règle et du compas furent infructueuses, et notre 
époque a démontré qu'elles devaient l'être. Aussi, le désir 
de trouver une solution exacte qui, selon les exigences d'alors, 
conduisît par construction à une représentation géométrique, 
ne pouvait-il être satisfait que par l'introduction d'autres 
courbes que la droite et le cercle; il ne s'agissait pas, d'ail- 
leurs, d'obtenir mécaniquement de telles courbes, et encore 
moins d'en déterminer une série discontinue de points, car 
ces points n'eussent ainsi permis qu'une approximation. 
L'important, là comme en d'autres cas semblables, c'était, 
par une exacte définition, de constituer une base théorique 
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mathématiquement sûre, base sur laquelle on pût édifier au 
besoin de nouvelles investigations où figurât la quantité con- 
struite; on procéda en cela, comme nous procédons encore 
aujourd'hui, en introduisant des fonctions nouvelles pour la 
détermination de quantités qui ne se peuvent représenter 
qu'approximativement à Taide des fonctions antérieurement 
connues. 

Le mieux était alors, bien entendu, qu'une seule et même 
courbe pût servir à différentes constructions, et qu'ainsi la 
théorie générale d'une telle courbe fût heureusement appli- 
cable pour toutes les constructions. 

Ce fut précisément le cas pour une courbe employée à la 
quadrature du cercle, nommée de ce fait quadratrice, et qui 
dut être imaginée par Hippias d'Élis pour un aulre problème^ 
celui de la tripartition de l'angle : en désignant par y For- 
donnée d'un de ses points dans un système de coordonnées 
rectangulaires, et par Q l'angle que fait le rayon vecteur du 
même point avec l'axe des abscisses, nous pouvons repré- 
senter la propriété d'après laquelle les anciens la définis- 
saient au moyen de l'équation suivante 

y_e 

b-p 



-9 



où nous désignons par p un angle droit et par b la valeur de 
j correspondante à = p; les angles sont mesurés par les 
arcs qu'ils interceptent comme angles au centre d'un cercle de 

rayon 6, de sorte que p = 6 — > avec la désignation maintenant 

usuelle de tt. 

y et ô étant proportionnels, on reconnaît tout de suite que 
cette courbe peut servir à la division d'un angle en parties 
égales, ou bien en parties telles qu'elles soient dans un rap- 
port donné, et c'est Dinostrate, le premier, qui la reconnut 
applicable à la quadrature du cercle ou, du moins, qui dé- 
montra qu'elle l'était, en établissant que l'abscisse de son 

b^ 
point d'intersection avec Taxe des abscisses est égale à — ou 

2 b . . b^ 

— ; car le quotient — ne peut être ni plus grand ni plus 

TT p 1 v^ 1. 






' 
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petit que ladite abscisse : s'il était plus grand, les rayons 
vecteurs croissant avec 0, il existerait sur la courbe un point 

dont le rayon vecteur serait égal à — et l'on devrait donc 

P 
avoir (si, au lieu des proportions de Dinostrate nous employons, 

pour plus de clarté, nos équations et nos jsignes trigonomé- 

triques) 

6« . . , e b^ 9 

— sin y = y :- 6 - r= — T ' 
P 9 P ^ 

b^ 
c'est-à-dire que le sinus, dans le cercle de rayon — ? devrait 

être égal à l'arc correspondant du même cercle; si, au con- 

b^ 
traire, le quotient — était plus petit que l'abscisse en ques- 

tion, il existerait sur la courbe un point d'abscisse — > pour 
lequel on aurait 

-tang9=:K = yj. 

c'est-à-dire que la tangente, dans le cercle de rayon — > devrait 

être égale à l'arc correspondant du même cercle. Dans les 
deux cas, les conséquences sont impossibles. 

En ce qui concerne la teneur de celte démonstration, on 
voit que Dinostrate ne se contente pas d'une remarque 

. . 1- sin^ 

comme celle que nous exprimerions par lim — j- = i, ou par 

Jim ^^^^ —I, mais qu'il préfère tourner la question de l'ap- 

z 

proximation infinie en employant simplement les inégalités 

sin^î < z <:tangc, 

qui, du reste, sont toutes deux nécessaires pour déterminer 
chacune des deux valeurs limites. La façon dont U é\\te les 
déterminations directes de limites concorde bien avec ce qui 
a lieu dans la démonstration par ^-ch^^^^^^^' ^^^^^1^^ 
n'est-il pas, au reste, le disciple d'EudoX^ ^^^ ^^ dècouxnl. 
Nous verrons plus tard que la (Jén d^^X^^^ enU^^^^^'^^^ 
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lions des arcs de cercle et des longueurs de droites, repré- 
sentées par la quadratrice, a servi de fondement à certaines 
déterminations numériques. 

Archimède, lui aussi, dont nous mentionnerons ultérieure- 
mentla mesure des cercles, fît des recherches sur des courbes 
susceptibles à peu près des mêmes applications que la quadra- 
trice, à savoir les spirales dites à* Archimède {r=za 9), qui peu- 
vent servir à la division de Tangle — on le voit au premier coup 
d'œil — et, à la quadrature du cercle, qu'Archimède joint aussi 
bien à la détermination des tangentes qu'à celle des aires de 
ses spirales. A notre point de vue moderne, il semblerait plutôt 
employer la quadrature du cercle, ou le nombre tt, pour les 
déterminations que nous venons d'indiquer; mais, en compa- 
rant son procédé à l'emploi de la quadratrice, on reconnaît 
qu'on attachait alors autant d'importance à obtenir par la 
voie qu'il suit, notamment par la détermination des tangentes, 
sinon une construction, du moins une bonne détermination 
géométrique d'un segment de droite qui fût égal à la circon- 
férence du cercle. 

La courbe, elle-même, montre à l'intuition d'une façon 
immédiate et claire la variation périodique de ce que nous 
nommons aujourd'hui les fonctions circulaires, 

8. — Trisection de l'angle; intercalations. 

Nous venons de dire un mot de l'application de la quadra- 
trice et des spirales d'Archimèdeà la trisection de l'angle et, 
outre ces deux procédés, nous allons citer encore deux autres 
solutions de ce problème^ solutions qui, de bonne heure, 
préoccupèrent les mathématiciens : l'une, dont on ne peut 
fixer la date, pourrait fort bien être du v® siècle, tandis que 
l'autre, comprise dans leslemmes soi-disant d' Archimède que 
nous ont conservés les Arabes, date peut-être d'Archimède. 
Ces deux solutions se ramènent à ce que nous appelons une 
intercalation, 

1° Soit ABC l'angle qu'il faut diviser en trois parties 
égales : on tire d'abord AC perpendiculaire sur BC et AE, 
parallèle à BC; puis, entre AC et AE, on intercale DE = 2 AB, 
de telle sorte que son prolongement passe en B. F étant 
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le milieu de DE, on a 

Z ABF rrzZ AFB = 2 Z AEF = 2 Z CBD, 

par conséquent 

Z CBD z== 1 Z CBA. 

Fig. 8. 
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2« Soit ABC Tangle qu'il faut diviser en trois parties 
égales, et un cercle de centre B, coupant les deux côtés et 
le prolongement de AB au delà de B, en A, C et D : on inter- 

Fig. 9- 




cale, entre le prolongement de BD et la circonférence du 
cercle, EF^zBC, de telle sorte que son prolongement passe 
en C. On a alors 

ZDEF=iJZBFC=iZFCB = iZABC. 

Quant aux deux intercalations exigées pour ces solutions, 
elles sont, comme le problème posé Test lui-même, dépen- 
dantes d'équations du troisième degré et, par conséquent, ne 
sauraient se résoudre à l'aide du cercle et de la droite. 

Remarquons ici que la Géométrie grecque ramène souvent 
une construction à une intercalaiion sans dire au Juste com- 
ment s'effectue cette opération : c'est le cas qui s'offre à nous 
dans le fragment cité d'Hippocrate, et Archimède en son Ou- 
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vrage sur les spirales ramène d'autres problèmes à Tinlerca- 
lation même par laquelle fut effectuée cette trisection de 
Tangle que nous lui attribuons. Serait-ce là le signe qu'il y eut 
un temps où Ton admettait Tintercalation comme moyea de 
construction immédiatement applicable aux constructions 
géométriques, en plus de la règle et du compas? On entend 
ici par intercalation, en général, la construction d'un seg- 
ment de droite dont les extrémités soient situées sur des 
lignes données et qui passe, lui-même ou son prolongement, 
par un point donné, segment que l'on peut, sans grande dif- 
ficuUé, obtenir mécaniquement au moyen d'une règle (ou 
d'un morceau de papier plié) sur laquelle on a fait préalable- 
ment deux marques à une distance égale à la longueur du 
segment donné, puis en faisant tourner cette règle autour du 
point fixe et la déplaçant en même temps de sorte que l'une 
des marques suive exactement l'une des lignes données : l'on 
continue ce mouvement jusqu'à ce que l'autre marque se 
trouve sur la deuxième ligne donnée. 

Mais, à cause du but théorique que les Grecs avaient en 
vue dans ces constructions, ils ne se contentèrent pas long- 
temps de ce procédé mécanique facile et comme, en outre, 
afin de commettre le moins d'hypothèses possible, il ne fal- 
lait admettre que le minimum de moyens de construction 
possibles, on abandonna bientôt l'exécution directe des inter- 
calations dans tous les cas où elles ne se pouvaient faire par 
la règle et le compas, seuls moyens de construction reconnus 
parEuclide dans ses Éléments. C'est alors, peut-être, un usage 
plus ancien de l'intercalation mécanique qui a provoqué les 
deux Livres écrits sur la matière par Apollonius et dans les- 
quels, comme nous le savons d'après Pappus, il traitait de 
l'exécution des intercalations à l'aide de la règle et du compas : 
sans doute voulut-il ainsi suppléer à la lacune des œuvres 
antérieures qui ramenaient des problèmes aux intercalations 
sans en donner le mode d'exécution. 

Pour les intercalations qui se font, non au moyen de la 
règle et du compas mais en employant les sections coniques, 
il devint obligatoire, à partir d'une certaine date, de recourir 
à ces courbes, obligatoire, par conséquent, de ne plus se 
contenter du procédé mécanique; et, que ce ne fut qu'après 
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Archimède que cette nécessité s'imposa, on ne le peut nul- 
lement conclure en pleine assurance du fait que ce dernier 
se contente de ramener ses problèmes aux intercalations, 
sans rien dire de leur exécution, car Tusage ancien du pro- 
cédé mécanique aurait bien pu provoquer avant lui, pour 
l'exécution de l'intercalation par les sections coniques, la 
création de règles constantes qu*Archimède pouvait consi- 
dérer comme connues : Pappus nous a renseigné, en tout 
cas, sur la manière dont on peut exécuter par les sections 
coniques les intercalations mentionnées par Archimède. 

Quand les intercalations ne se ramenaient pas, ou même 
ne pouvaient se ramener, ni à l'usage du compas et de la règle 
ni à celui des sections coniques, une investigation théorique 
de l'intercalation même devenait nécessaire, et la meilleure 
méthode était alors d'établir une définition et, basée sur 
cette définition, une investigation de la courbe que parcou- 
rait l'une des extrémités du segment donné, dans le procédé 
mécanique ci-dessus exposé, à savoir l'extrémité qui n'est pas 
reliée à Tune des lignes données : on résout alors le problème 
de l'intercalation au moyen des points d'intersection de cette 
courbe avec la deuxième ligne donnée. Une pareille investi- 
gation fut d'ailleurs entreprise par Nicomède, après l'époque 
d'Archimède, pour le cas où la première des lignes données 
est une droite : la courbe décrite alors se nomme conchoïde 
et Nicomède imagina, de plus, un appareil pour décrire cette 
courbe mécaniquement — l'emploi de cet appareil coïncide à 
peu près avec l'exécution mécanique d'une intercalation, 
ci-dessus exposée. 

De quelque manière qu'on ait effectué l'intercalation, cette 
méthode de trisection de l'angle que nous avons attribuée à 
Archimède, sous toute réserve, a joué, par la suite, un rôle 
important dans les Mathématiques, et c'est notamment sur 
elle qu'est basée la solution que donne Viète pour les équa- 
tions du troisième degré dans le cas dit irréductible. 

9. — Duplication du cube. 

Parmi les problèmes qui dépendent, sous leur forme algé- 
brique, d'équations du troisième degré et que, postérieure- 
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ment, rantiquité résolut par les sections coniques, la trisec- 
tion de Tangle ne fut pas le seul auquel on s'attaqua au 
v« siècle, et celui qui représente la forme géométrique de 
l'équation cubique pure, en d'autres termes la duplication ou 
multiplication du cube, était plus important encore. 

On appelle parfois ce dernier problème problème délien, à 
cause d'un oracle qui aurait prescrit de donner à un autel de 
forme cubique, dans l'île de Délos, une grandeur double, sans 
en changer la forme; — en cette occasion, la Pythie ne pourrait- 
elle pas, avoir été inspirée par les mathématiciens plus que 
par son dieu? Comme on l'a déjà dit, on avait, en Algèbre 
géométrique, transformé les produits de deux facteurs en 
général, et les expressions du second degré composées avec 
elles, en rectangles et en opérations de surfaces et, connexe- 
ment, remplacé l'extraction de racine carrée par la transfor- 
mation d'un rectangle en carré, problème que les pythagori- 
ciens avaient sans doute résolu. 

Il était tout naturel de passer de ces problèmes plans aux 
problèmes solides correspondants : on avait dès lors à repré- 
senter un produit de trois grandeurs par un parallélépipède 
et à remplacer les opérations relatives à des expressions du 
troisième degré par des opérations sur des figures solides. A 
côté de choses aussi simples que l'introduction d'une arête ou 
d'une base nouvelle dans un parallélépipède, et de leur appli- 
cation à l'addition et à la soustraction, ou que la transforma- 
tion d'un parallélépipède à base rectangulaire en un autre à 
base carrée, le problème ayant pour but de changer un 
parallélépipède en un cube devait s'imposer forcément 
comme la question des racines cubiques se présente à un 
algébriste moderne après celle des racines carrées : la pre- 

3 / — 

mière racine cubique irrationnelle étant ^2, la duplication 
du cube fut le premier type des problèmes que nous vou- 
lons ici désigner, et ce problème, pour lui-même et pour les 
difficultés nouvelles qu'il comportait, devait éveiller un grand 
intérêt chez les mathématiciens. 

La première contribution à la solution de cette question 
que nous trouvions mentionnée est attribuée à Hippocrate et, 
de même que la transformation d'un rectangle en carré re- 
pose sur la construction d'une moyenne proportionnelle, le 
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problème de Ja duplication du cube (donc, probablement, 
aussi, le problème un peu plus général du changement du pa- 
rallélépipède en cube) est ramené par Hippocrate à cet autre : 
déterminer deux moyennes proportionnelles. En effet, le pa- 
rallélépipède étant déjà changé en un autre a* 6, à base 
carrée a* et de hauteur ô, et ce dernier devant à son tour 
être changé en un cube ^S on détermine x par les propor- 
tions 

Que cette transformation soit, ou non, attribuable à Hippo- 
crate, toujours est-il qu'après lui le problème délien se pré- 
sente ordinairement sous la forme suivante : Déterminer deux 
moyennes proportionnelles x et y aux segments donnés a et b, 
La première des nombreuses solutions que donna l'anti- 
quité pour ce problème est duc à Archylas : pour la bien 
comprendre, rappelons-nous qu'il s'agit de construire une 
figure composée de deux droites OYA et OBX, entre les- 

Fig. 10. 




quelles doit être tracée la ligne brisée AXYB, de telle sorte 
que XY soit perpendiculaire sur la première droite, AX et 
YB perpendiculaires sur la seconde, OA et OU ayant une 
longueur donnée ; en effet, OX et OY sont alors évidemment 
les deux moyennes proportionnelles entre OA et OB, et Von 
connaît ainsi le diamètre OA d'un cercle sur leque\ doit être 
situé X, mais non le diamètre OY d'un cercle suv \eque\ est 
situé B. 

Archytas cherche à introduire ce dernier cevcVe cotntû^ 
cercle de section de la sphère dont le diamèt.X'e e^tO^^;^ 
étant donné, le point B sera situé sur une s^^^^^^ y^^^^ 
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cette sphère, la ligne OB et, par suite, le point X seront situés 
sur le cône de révolution qui a pour directrice ce cercle de 
section connu. Si, maintenant, on essaie d'obtenir la position 
voulue par rotation de la figure autour de la perpendiculaire 
OC élevée dans son plan, en 0, sur OA, la projection Y du 
point X sur le plan parcouru par OA décrira un grand cercle 
et, par suite, la ligne XY une surface de cylindre sur laquelle 
sera également situé le point X; mais, pendant la rotation, 
X devant se maintenir sur le cercle de diamètre OA, il doit 
être situé sur la courbe que ce cercle, dans son mouvement, 
décrit sur la surface du cylindre, c'est-à-dire en réalité sur 
la ligne de section de la surface du cylindre avec le tore en- 
gendré par la rotation du cercle autour de sa tangente en G : 
on détermine alors le point X au moyen de l'intersection de 
cette courbe cylindrique et de la surface de cône indiquée 
ci-dessus, et cette détermination est la solution même du pro- 
blème. 

Cette solution, sans doute, ne fut guère appliquée à une dé- 
termination pratique, et ce qui l'indique c'est, entre autres 
choses, cette circonstance qu'il n'est point parlé de la gé- 
nération réelle de la courbe gauche, le tore qui sert à cet 
objet n'étant, en effet, qu'une explication que nous avons 
interpolée; Archytas étant sûrement à même de reconnaître 
que, par essais successifs, on obtient de plus faciles et de 
plus exactes déterminations de AX et de AY, on voulait 
donc bien une détermination théorique qui pût servir à d'au- 
tres investigations où interviennent des racines cubiques. 
Cependant, pour que cette détermination, ainsi entendue, 
fût véritablement satisfaisante, il faudrait admettre qu'Ar- 
chytas ait déjà connu la courbe gauche employée ou, du 
moins, ce qui est difficilement admissible, des méthodes per- 
mettant d'en trouver les propriétés. 

Malgré tout, sa solution est pour nous d'une grande valeur 
comme preuve directe de ce dont il était capable. C'est 
guidé, en effet, par la pensée que le cercle est applicable à 
la solution du problème plan correspondant, qu'il a abordé 
cette autre question, alors bien connue : il recherche si la 
sphère, parallèlement, ne saurait servir à la solution du pro- 
blème solide proposé, et il exécute cet essai avec la nette 
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intelligence des rapports d'espace qu'il rencontre; bien plus, il 
ne recule même pas devant l'introduction d'une courbe qu'un 
certain' cercle, dans son mouvement, décrit sur un cylindre. 
Outre la fermeté des déductions, sa construction témoigne 
qu'il était assez familiarisé avec l'application des lieux géomé- 
triques à la détermination de points pour tenter de l'étendre 
à l'espace, et l'on se trouve de la sorte en droit de conclure 
que, à l'époque d'Arcliytas, la Géométrie dans V espace et 
l'emploi des lieux géométriques, au moins dans le plan^ 
avaient atteint déjà un degré de développement fort notable. 

On rapporte qu'Eudoxe, disciple d'Archytas, employa d'au- 
tres courbes pour résoudre le même problème, et il put 
être conjecturé que ces courbes étaient les projections des 
courbes d'intersection des trois surfaces réellement employées 
dans la construction d'Archytas. 

Ménechme, disciple d'Eudoxe, trouva à son tour le procédé 
qui servit après lui dans l'antiquité grecque pour résoudre ce 
problème, ainsi que beaucoup d'autres : les sections coniques. 
D'après des écrivains postérieurs, ce serait lui, en effet, qui 
aurait déterminé les deux moyennes proportionnelles entre a 
et 6 comme étant les coordonnées^ et/ du point d'intersec- 
tion des courbes exprimées par deux des équations a/=:^', 
bxz=.y^^ xy^=iab; déplus, il aurait montré commentées 
courbes, qui sont deux paraboles et une hyperbole, sont 
stéréométriquement représentables comme sections de cônes 
de révolution : nous reviendrons d'ailleurs sur ces détermina- 
tions lorsque, plus avancés dans notre étude générale, nous 
pourrons traiter uniquement le développement de la théorie 
des sections coniques. 

Mais il nous faut encore ici parler, en passant, des autres 
moyens que l'on continua de découvrir ultérieurement pour la 
construction des deux moyennes proportionnelles : on ima- 
gina dififérents instruments mécaniques pour la construction 
d'une figure contenant, comme la fig. lo, des triangles sem- 
blables à l'aide desquels la relation demandée s'effectue di- 
rectement; un de ces instruments est attribué à Platon, un 
second à Ératoslhène, et puisque aucun de ces appareils n'eut 
d'importance réelle quant au développement des Mathéma- 
tiques, nous nous épargnerons de les décrire, eux et l'usage 
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qu'on en faisait, en nous contentant de faire remarquer que 
ces appareils devaient inciter Descartes à en imaginer égale- 
ment un, qu'il décrit dans sa Géométrie. 

La construction des deux moyennes proportionnelles fut 
encore ramenée à une intercalation par Nicomède; mais la 
construction qui lui sert dans cette opération est loin d'être 
aussi simple que celles qui sont employées pour la trisection 
de Tangle. 

10. — Théorèmes et problèmes; sens et portée 
de la construction géométrique. 

Nous avons d'abord parié des principales conceptions et mé- 
thodes, nées au v^ siècle, développées par la suite dans les 
Mathématiques grecques; nous avons donné, en citant cer- 
taines investigations particulières, des exemples de ce que 
ces Mathématiques, contenaient alors de réel : à mesure qu'on 
progressait, on ressentait le besoin ùq formes plus constantes 
et plus sûres, qui s'accordassent avec les conceptions acquises 
en les affermissant encore davantage, et capables aussi de 
s'élargir pour embrasser les nouvelles acquisitions sans cesse 
accrues. 

L'œuvre de l'école philosophique de Platon et de l'école 
mathématicienne d'Eudoxe consista précisément à élaborer 
ces formes, à les discuter en controverses. 

Comme exemple d'un pareil travail, nous pouvons citer une 
discussion sur la question de savoir jusqu'à quel point les 
vérités mathématiques peuvent se présenter comme théo- 
rèmes, jusqu'à quel point comme problèmes : le parti des 
théorèmes était soutenu par les platoniciens qui s'appuyaient 
sur ce que la solution d'un problème n'établit qu'une chose 
existant déjà préalablement — ainsi les triangles équilatéraux 
existent indépendamment du fait qu'on les construit ou non, et 
l'on ne peut en construire un que parce que l'idée de triangle 
équilatéraldi une existence réelle antérieure à toute construc- 
tion; pour les disciples d'Eudoxe, que Ménechme représente 
particulièrement à cette occasion, l'objet essentiel était dans 
la manifestation des vérités mathématiques par construction 
sur les figures ou, du moins, par investigation. 
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En apparence, aucun des partis ne vainquit l'autre, puisque 
théorèmes et problèmes voisinent dans les Éléments d*Eu- 
clide, mais l'examen de ce qui caractérise foncièrement les 
théorèmes et les problèmes sera beaucoup plus important, 
et fut à peu près exprimé, plus tard, de la manière suivante : 
dans le théorème, on affirme ce qui est unique comme pos- 
sible; dans le problème, on cherche ce qui est susceptible 
d'être autre. C'est à ces caractères que l'on doit distinguer si 
une vérité doit être exprimée sous une ou Tautre forme, 
de sorte qu'il serait faux, par exemple, de poser en pro- 
blème : Inscrire un angle droit dans un demi-cercle. 

De telles distinctions verbales importent toutefois beau- 
coup moins que le rôle joué par les théorèmes et, en par- 
ticulier, par les problèmes, dans les écrits qui nous sont par- 
venus, notamment dans les Éléments d'Euclide; peut-être, 
aussi, ce rôle nous fait-il saisir le point de vue défendu par 
Ménechme et, cela, mieux que tous les renseignements pos- 
sibles. D'après ces renseignements, en effet, les platoniciens 
faisaient valoir que le triangle équilaléral existe antérieure- 
ment à sa construction; au contraire, Ménechme prétendait 
sans nul doute que l'on n'apprend son existence réelle qu'en 
le construisant, et en y joignant la démonstration que cette 
construction aboutit véritablement au but qu'elle vise. C'est 
d'ailleurs ainsi que procède Euclide : il ne se contente pas 
de définir les triangles équilatéraux, mais, avant d'en faire 
usage, il s'assure de leur existence en résolvant, dans la pre- 
mière proposition de son premier Livre, le problème par 
lequel on construit ces triangles; puis il démontre la justesse 
de celte construction. 

La nécessité d'un tel procédé se fera d'autant mieux sentir, 
d'elle-même, qu'il s'agira d'employer ensuite les triangles 
équilatéraux à de nouvelles constructions, mais il faut remar- 
quer qu'Euclide procède de cette manière, même avec des 
objets qui, parla suite, ne devront être employés que pour 
la démonstration d'un théorème : avant de se permettre 
(Liv. I, 16) d'employer le milieu d'une Vigne droite, il lui 
faut d'abord avoir démontré (Liv. I, lo), en le construisant, 
que ce point existe réellement; même procédé pour tous 
les cas semblables. 
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La valeur essentielle de la construction géométrique réside 
en ce qu'elle doit servir à démontrer que cela même, à lez 
détermination de quoi la construction aboutit, existe réel- 
lement. 

Il se peut que Ménechme soit le premier qui ait fait plei- 
nement sentir cette signification des problèmes géométriques, 
résolus par construction, mais on en avait déjà conscience 
avant lui : TAIgèbre géométrique en est la meilleure preuve. 
Après avoir trouvé qu'il n'existe ni nombre ni rapport numé- 
rique (fraction) qui, multipliés par eux-mêmes, donnent 2, 
et lorsque, au lieu de rechercher un tel nombre, on cher- 
chait un segment qui fût le côté d'un carré double du carré 
élevé sur un segment donné, il fallait démontrer tout d'abord 
l'existence d'un pareil segment, et c'est précisément ce que 
l'on fait en le représentant par la diagonale du carré élevé 
sur le segment donné. 

La solution des équations générales du deuxième degré, à 
l'aide d'une construction, prend une signification semblable; 
et ce n'est qu'en tenant compte de cette conception générale 
que l'on comprend parfaitement le besoin ressenti de posséder 
une solution, par construction, pour la quadrature du cercle, 
la trisection de l'angle, la duplication du cube ou la déter- 
mination de deux moyennes proportionnelles. Sans cela, en 
effet, on ne saurait absolument pas comprendre que des so- 
lutions impropres à l'usage technique, comme celle de la 
quadrature du cercle par la quadratrice (*), ou comme la 
détermination par Archytas de moyennes proportionnelles, 
aient pu, en quoi que ce soit, satisfaire l'esprit grec : cette 
même conception, d'ailleurs, nous livrera la clef de quelques 
autres circonstances encore dans la Mathématique grecque. 

Dans certains cas, au reste, nous comprenons assez bien i 

cet emploi des constructions, et c'est le cas, notamment, si un 
problème, posé d'une manière tout à fait générale, n'est pas 



( * ) Cet exemple n'est peut-être pas tout à fait typique comme l'est le sui- 
vant; la preuve que la quadratrice coupe le diamètre axial en un point déter- 
miné était en effet assez incomplète; d'autre part, la quadratrice, tracée par 
points, une fois pour toutes sur calibre, a pu réellement être employée prati- 
quement pour la division de l'angle dans un rapport donné (T). 
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en élucidant leurs applications par des exemples emprun- 
tés à des problèmes et à des ressources tout autres que ce 
dont disposaient les Grecs. Je veux indiquer, par là, et con- 
formément à ses origines, Tusage conséquent qu'on peut faire 
en Mathématiques des mots Analyse et Synthèsey analytique 
et synthétique, usage que Ton devrait bien adopter pour faire 
cesser la confusion moderne, causée par l'exclusive applica- 
tion du mot analyse à l'analyse algébrique. 

Un problème mathématique a pour but de trouver des quan- 
tités ou des figures qui satisfassent à certaines exigences. 
Dans la solution, on peut souvent deviner, en quelque sorte, 
en se basant sur des analogies avec d'autres problèmes, et 
Ton ne saurait nier que c'est par cette voie qu'on est peut- 
être parvenu tout d'abord à d'importants résultats; mais, 
malgré son excellence, une telle divination n'est pas une mé- 
thode proprement dite : dans tout traitement méthodique, il 
importe à' analyser \q^ conditions posées, et il faut en premier 
lieu les avoir bien clairement à l'esprit, ce à quoi l'on parvient 
en se les imaginant remplies, donc en s' imaginant le pro— 
blême résolu; il s'agit ensuite, par un moyen quelconque, 
selon des règles que nous tenons de problèmes analogues au 
problème traité, ou que nous inventerons nous-mêmes, de 
transformer les conditions à remplir en d'autres qui seront 
remplies nécessairement si les premières le sont, et de pous- 
ser cette transformation jusqu'à ce que l'on arrive, enfin, à 
des conditions auxquelles on sache satisfaire. 

On trouve, par cette analyse, comment le problème doit se 
résoudre, s'il est soluble. 

La synthèse consiste ensuite : d'abord, à réaliser cette solu- 
tion, c'est-à-dire à déterminer les quantités et les figures 
cherchées de manière à satisfaire aux conditions requises et 
transformées; après quoi, il faut encore démontrer que les 
conditions primitivement posées sont, elles aussi, satisfaites. 
A défaut de procédé plus simple, cette démonstration s'opère, 
en règle générale, par une transformation des conditions selon 
un ordre inverse de celui qu'on observait dans l'analyse, de 
manière à conclure que, les conditions nouvelles par les- 
quelles on a remplacé les premières étant remplies, celles-ci 
le sont aussi nécessairement par là même. On peut omettre 
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celle démonslralion, —ou bien on Ta déjà toute faite dans 
Tanalyse, — si Ton ne s*est servi que de iransformalions réver- 
sibles, de sorte que les nouvelles conditions requises soient 
les conditions, non seulement nécessaires, mais suffisantes des 
premières; autrement, non. 

Nous prendrons pour exemple la solution de problèmes par 
équations algébriques : on introduit des dénominations pour 
les quantités inconnues, et l'on fait entrer ces dénominations, 
absolument de la même manière que les désignations de 
quantités connues, dans les équations qui expriment les con- 
ditions posées; puis on imagine ces équations satisfaites — 
donc le problème comme résolu. 

La transformation prémentionnée des conditions est alors 
représentée par la transformation des équations, jusqu'à ce 
que Ton parvienne à de nouvelles équations qui puissent 
fournir la solution : en Géométrie analytique ( * ), par exemple, 
on forme de cette façon les équations de lieux géomé- 
triques qui permettent de résoudre le problème. Si l'on ap- 
plique l'analyse à des problèmes ayant pour but de trouver 
les valeurs d'inconnues, les équations transformées seront 
celles mêmes où les inconnues sont isolées, et, pour nous 
en tenir à ce dernier cas, la synthèse consécutive à l'analyse 
consiste alors : 

i" dans le calcul réel des quantités données par les expres- 
sions trouvées, y compris leur transformation selon des règles 
déterminées; par exemple leur simplification, leur réduction 
à l'irrationalité simple, etc.; 

2° dans une vérification de ces quantités. 

Cette vérification se fait, en règle générale, par substitution 
directe, mais on peut aussi l'exécuter, conformément à ce 
qui a été dit plus haut de la démonstration synthétique, en 
remontant pas à pas et dans l'ordre inverse, les équations em- 
ployées; et il ne faut pas croire qu'une telle démonstration soit 



(') Nous emploierons la désignation de Géométrie analYtlque dans le sens 
ordinaire, sans tenir compte de ce que la Géométrie pure peut aussi bien 
prendre la forme analytique, et de ce que l'on peut aussi bien opérer synthéti- 
quement avec les moyens de calcul auxquels on a coutume de donner exclusi- 
vement le nom de Géométrie analytique. 
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rendue inutile par l'analyse qui l'a précédée : on le voit dans 
des cas où Ton a fait disparaître un radical par élévation à 
une puissance, car si cette expression était une des valeurs 
de la racine, par exemple la valeur positive d'une racine 
carrée, on sait bien alors qu'on peut introduire des solutions 
étrangères. Alors, au lieu d'une démonstration de la justesse, 
l'épreuve donnera une démonstration de l'inexactitude de 
ces dernières racines trouvées : l'analyse, seule, peut donc 
introduire des solutions étrangères. 

Si la solution est préalablement connue, on peut se contenter 
de la donner synthétiquement, elle et sa démonstration, mais 
il est, à cela, un autre inconvénient : le problème étant, par 
exemple, celui de l'équation 



x^ — ao? -h 6 = o, 



ou un problème qui, ramené à une équation, s'exprimerait 
ainsi, on peut écrire par synthèse 



X 



-iWi^'-^- 



et entendre, par le symbole de la racine carrée, la racine carrée 
positive; mais si l'épreuve, ou la démonstration synthétique, 
prouvent alors que cette solution est juste, on ne voit pas 
cependant si elle est la seule juste. 

Ce qu'on vient d'établir touchant la solution algébrique 
peut s'exprimer de la façon générale : la seule analyse peut 
donner trop de solutions, la seule synthèse peut en donner 
trop peu. 

Cherchons encore en quel point du 'traitement complet se 
présentent les conditions de possibilité. 

On les rattache ordinairement aujourd'hui tout à la fin de 
la solution formelle, que l'on discute seulement alors : dans 
l'exemple donné ci-dessus, on conclut de l'expression trouvée 



a^« 



que, pour que x soit réel, ( - 1 doit être ^ b, mais une telle 

discussion n'est possible qu'en admettant, sous les dénomi- 
nations de quantités négatives et imaginaires, des quantités 
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qui n'étaient pas originellement attendues comme solutions; 
car, sans ces nouvelles espèces de grandeurs, on trouverait 
bien plus tôt la condition de possibilité, au cours de l'ana- 
lyse . 

Si, par exemple, on a déduit, de Téquation ci-dessus, que 




l'on n'en saurait conclure 




X = 




que si ( - I ^h puisque, autrement, le membre de droite n'a 

aucun sens. 

On déduit donc, si l'on veut, de l'analyse les conditions de 
possibilité aussi bien que la solution, mais on peut, pour 
elles comme pour celle-ci, se contenter d'une exposition pure- 
ment synthétique. 

Les Grecs appliquaient la méthode de solution, que nous 
venons d'exposer, aux problèmes géométriques, dans lesquels 
il s'agit notamment, comme nous l'avons vu, de trouver une 
construction, soit réelle à l'aide de la règle et du compas, 
soit formelle. Tant que l'on cherche méthodiquement la so- 
lution de pareils problèmes on doit, d'après nos remarques 
générales, les traiter par l'analyse, genre de traitement qui 
devait être usité déjà par les pythagoriciens pour la solution 
géométrique des équations du second degré : cependant, il se 
peut que la méthode ait été plus ou moins consciemment ap- 
pliquée car, comme cela s'est vu souvent dans l'histoire des 
Mathématiques, employer défait une méthode n'est pas iden- 
tique à l'élucider pour soi-même au point de savoir s'en servir 
chaque fois que le besoin s'en ressent et, encore moins, l'éta- 
blir de telle façon qu'autrui la puisse utiliser. 

La détermination que fait Archytas de deux moyennes 
proportionnelles revient à une construction qui fut évidem- 
ment trouvée par la méthode analytique. Archytas, en effet, 
n'avait pu deviner l'application de la courbe cylindrique, qui 
jusque-là lui était inconnue, et ce dut* être exclusivement 
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rapplication de l'analyse qui le conduisit à introduire cette 
courbe absolument comme lorsque, dans une investigation 
de Géométrie analytique moderne, un lieu géométrique, qui 
intervient pour la solution du problème, se manifeste sous 
Taspect d'une courbe sur laquelle on ne savait rien aupara- 
vant, et qui se définit cependant par Téquation résultant de 
l'analyse. 

L'emploi de lieux géométriques, et la détermination même 
de ces lieux, présentent donc un autre exemple des appli- 
cations de la méthode analytique qu'il faut faire remonter 
jusqu'aux pythagoriciens, mais ce fut avec les écoles fon- 
dées par les successeurs d'Archytas, Platon et Eudoxe, que 
cette méthode même atteignit à la forme qui, dans la suite, 
se maintint usuelle chez les mathématiciens grecs. 

La méthode, en son application, et l'exposition des résul- 
tats acquis de la sorte, consistaient en une série de termes dont 
l'exposé se rattache très facilement à l'application elliptique 
de surfaces prise pour exemple (p. 87); mais nous allons 
exprimer ici les divers termes un peu plus brièvement que 
ne l'eussent fait les anciens. 

I** Le problème se pose dans la protase (TcpdTaciç) : appli- 
quer, à un segment donné, une surface donnée, de telle sorte 
qu'un carré fasse défaut. 

2<» Le problème se rapporte, dans l'ecthèse ('exôedtç), à une 
tigure tracée, et s'exprime : appliquer, sous forme de rec- 
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langle, au segment AB le carré (tracé) ^, de telle sorte qu'il 
manque un carré. 

3*» Dans l'apagoge, ou transformation (àTraYwyï^), on suppose 
le problème résolu (au moyen du rectangle AM, qui laisse 
manquer le carré BM) et on le ramène de la manière sui- 
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vante à un problème connu : C étant le milieu d( 
place le rectangle KG sur DB — et Ton a DE. 

Le rectangle AM se transforme ainsi en un gnomon; 
en la différence des carrés CB' et CI)^; le segment 
donc être déterminé de façon que ce gnomon soit 
carré q. 

4° Dans la résolution, on examine jusqu'à quel poi 
en possession réelle de tout ce que nécessite la sol 
problème posé : cela n*a lieu, dans le cas présent, ( 
qui doit être juste aussi grand qu'un gnomon pris sui 
CB-, est au plus égal à ce carré. 

Ceci étant remarqué, on s'aperçoit pourtant qu'il 
quelque chose au problème posé, car il est de règle, 
du moins dans ce qui nous fut transmis d'Œuvreî 
matiques, que les problèmes soient posés avec u 
tation telle qu'on les puisse résoudre : on obtient 
lieu du problème que nous avions essayé de poser i 
part un théorème, d'autre part un problème plus li 

Le théorème (qu'on trouve sous une forme un 
générale dans Euclide, VI, 27) a pour but de démonti 
rectangle, appliqué sur un segment de manière que 
un carré, est inférieur ou égal au carré élevé sur 
segment; ou bien, si l'on veut, qu'un rectangle est 
qu'un carré de même périmètre. 

Le problème (qu'Euclide traite sous une forme p^ 
raie, VI, 28) est le même que celui dont nous avons 
la solution, mais avec cette addition, cependant, qu< 
donné doit être au plus égal au carré élevé sur la rj 
segment donné. 

Cette addition à la protase s'appelle diorisme (Stopi 
délimitation du problème; aussi faut-il, dans l'ec 
propos des figures données, énoncer qu'elles satis 
condition (^^CB^). Grâce à la délimitalion, que noi 
sons introduite ainsi dans la protase et dans l'eclhè 
solution, comme nous le verrons, devient absolume 
flue; en effet, si l'on essaie de résoudre le prob 
réussira, et la résolution se confondra avec ce qw 
thèse nous apprend, par la suite, touchant la faq 
résoudre; si, au contraire, au Heu de considérer 
z. 
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SOUS laquelle les auteurs des Ouvrages conservés nous com- 
muniquent des résultats prêts, nous considérons rappJication 
de la méthode à de nouvelles recherches, la résolution doit 
alors avoir joué un rôle important. En effet il fallait, au cours 
de l'analyse, vérifier cons.tamment si Fapagoge était poussée 
suffisamment loin pour qu'il fût possible de résoudre le pro- 
blème; mais, en dehors décela, la résolution était un moyen 
d'atteindre à ce que nous avons déjà (p. 76) qualifié comme 
étant le but principal du traitement des problèmes, à savoir 
la décomposition du problème primitif dans le théorème et 
le problème par lesquels on s'assure que les conditions 
d'existence de la figure demandée sont respectivement né- 
cessaires et suffisantes. 

Ce à quoi l'on arrive, tant en général que dans l'exemple 
proposé, c'est à la détermination d'un maximum ou d'un mi- 
nimum. 

Un autre résultat de la résolution devait être de donner le 
nombre de solutions possibles : ainsi, dans le cas présent, il 
est à remarquer qu'à la condition que CD^ soit la grandeur 
juste, peu importe que D tombe de l'un ou de l'autre côté de C, 
circonstance à laquelle, tout en découvrant la valeur maximum 
de q, on a pu prêter attention ; toutefois les Grecs, pour qui 
la construction était surtout un moyen de s'assurer que la 
figure existait, n'attachèrent pas à ce fait d'importance parti- 
culière. Comme, en d'autres cas, la multiple signification d'un 
problème repose sur celle des problèmes auxquels il se ra- 
mène, si elle passe inaperçue dans ces derniers, l'analyse du 
premier ne la fera pas remarquer davantage, ce pourquoi 
l'on fut obligé de faire de certains cas, dans lesquels cette 
signification multiple semblait être aux Grecs de quelque 
importance, l'objet d'une investigation spéciale. 

La transformation et la résolution constituent Vanalyse au 
moyen de laquelle on trouve la solution; et la solution trouvée 
est ensuite exprimée dans la synthèse^ qui comprend : 

5° La 'construction (xaTaffxeuT^)par laquelle on réalise l'ob- 
jet des recherches à l'aide des procédés de construction re- 
connus. Il n'est pas question, toutefois, de nommer toutes les 
particularités, mais bien d'indiquer seulement les construc- 
tions antérieurement connues dont on composait la construc- 
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tion cherchée : délerminalion, dans notre exemple, de CD par 
le théorème de Pj'thagore, etc. La construction n'est donc, 
avec une légère variante de forme, que la répétition de ce 
qu'on a dit dans la résolution. 

Notons encore que la construction, dont l'invention était 
pourtant, naturellement, la difficulté capitale de la recherche, 
n'est après tout qu'un des termes du traitement pris dans 
son ensemble, ce qui s'accorde bien avec le but déjà mis 
en relief de la solution des problèmes pour démontrer l'exis- 
tence des figures qu'il fallait construire, but qui apparaît en- 
core dans l'exposition des constructions. Cette forme d'exposi- 
tion est absolument la même, comme nous l'expliquerons 
bientôt, que celle employée pour la construction des figures 
qui aident à démontrer les théorèmes : on dit toujours, à ïim- 
pératif par fait y que ce point ait été pris, que cette ligne ait 
été tirée; les constructions sont donc comme les hypothèses 
d'une science ou d'une intelligence, et ne constituent pas, pour 
exécuter le problème, des règles aussi catégoriques que nous 
ne les entendons aujourd'hui pour faire les solutions de nos 
problèmes de construction. La transition à cette dernière con- 
ception est déjà, du reste, dans les traductions latines qui 
propagèrent dans l'Europe moderne la connaissance de la 
Géométrie antique : dans ces traductions, en effet, on ne pou- 
vait rendre l'impératif parfait que par le subjonctif /?re5en^ ; 
« Que ce point soit pris, que cette ligne soit tirée », ou : 
a Qu'on prenne, qu'on tire. . . ». 

6° Ensuite on démontre {démonstration, àTuoBetÇ'ç) que la 
construction a véritablement établi la figure demandée, dé- 
monstration qui s'opère, régulièrement, en employant les 
mêmes déductions que dans la transformation, mais en ordre 
inverse. Ainsi, dans notre exemple, on forme le rectangle AM, 
avec le gnomon, en plaçant le rectangle DE sur AC. 

7° Enfin, dans la conclusion ((Tu|jL7répa(T{jLa), on affirme avoir 
véritablement atteint le but demandé; ce qu'on fait en repre- 
nant la protase, avec la formule du début : cr donc. . . », etc., 
et la formule de conclusion : « ce qu'il fallait faire ». 

Tandis que Vanalyse, comprise dans les n°* 3 et 4, c'est- 
à-dire dans la transformation et la résolution, est méthodi- 
quement importante pour découvrir la solution, elle n'est 
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plus nécessaire dès qu'il ne s'agit que d'exposer d'une ma- 
nière inattaquable ce qu'on a trouvé, ce qui fut toujours 
le principal but des écrivains grecs. On l'omet donc très 
souvent, de sorte que l'exposition ne consiste plus qu'en 
l'emploi des paragraphes numérotés 1, 2, 5, 6, 7 ; on 
obtient ainsi une forme que nous qualifierons de synthé- 
tique. 

Cette forme synthétique s'emploie notamment pour le trai- 
tement systématique de toute une théorie dont les construc- 
tions étaient préalablement plus ou moins connues des au- 
teurs, ou furent trouvées par eux et constituées en système 
comme dans les Eléments d'Euclide, ou dans la majeure 
partie de la théorie des sections coniques d'Apollonius. Du 
reste, les endroits où l'auteur expose également l'analyse n'y 
gagnent guère, à proprement parler; car, premièrement, on 
peut, d'après ce que nous avons dit, faire la transformation 
on intervertissant tout bonnement la série des déductions de 
la démonstration, et la résolution se confond alors avec la con- 
struction; et, deuxièmement, l'analyse donnée n'est que l'ana- 
lyse du problème délimité par le diorisme et non, comme 
dans notre exemple primitif, celle qui put amener à cette déli- 
mitation. 

Après avoir si longuement parlé de l'analyse de problèmes 
et de la représentation synthétique qui s'y- rattache, nous 
pouvons passer plus rapidement sur l'application, aux théo- 
rèmes, de cette méthode et des formes correspondantes : la 
forme d'exposition synthétique consiste ici, ou en tout cas 
peut consister absolument dans les mêmes termes; on n'a 
qu'à remplacer partout problème par théorème. La construc- 
tion ne consiste plus qu'à construire les lignes nécessaires 
pour aider à la démonstration, et elle se peut omettre, même, 
si ces lignes sont inutiles; quant à la conclusion, elle se ter- 
mine ici par les mots : « ce qu'il fallait démontrer ». 

Ces termes qui, à ce que l'on voit, sont aussi logiquement 
suffisants pour les théorèmes, se retrouvent partout dansEu- 
clide, qu'il s'agisse de théorèmes ou de problèmes. 

Cependant, pour les théorèmes mêmes, il peut être question 
d'une méthode analytique proprement dite et c'est le cas lors- 
qu'on veut vérifier si un théorème, énoncé par d'autres, ou 
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dont Ja découverte fut peut-être intuitive, est juste ou non : 
on commence par supposer juste le théorème en question, 
que nous désignerons par A, puis on transforme ce théorème 
par une série de déductions, absolument comme dans Tapa- 
goge ou transformation pour les problèmes, jusqu'à ce que Ton 
voie qu'il conduit à un résultat nouveau K, dont on connaît la 
justesse ou la fausseté. Dans le premier cas, il n'y a encore 
qu'une possibilité, mais aucune certitude que A soit juste, car 
K peut dériver d'une série déductive où A n'est que d'un 
usage apparent et cela arrive, par exemple, même avec les 
ressources de l'Algèbre moderne, si dans les deux membres de 
l'équation posée l'on a, sans le remarquer, multiplié par une 
grandeur composée, qui en réalité se trouve être nulle. Une 
fois le résultat juste K dérivé de A, l'on vérifiera la justesse 
de A en remontant autant que possible la série déductive par- 
courue dans l'analyse, de manière que la justesse de K entraîne 
celle de A lui-même. Si tel est le cas, cette série déductive à 
rebours fournit la démonstration de la justesse de A, et l'on 
se contente d'exprimer cette démonstration sous la forme 
synthétique mentionnée plus haut, omission faite de l'analyse 
qui y conduisit. 

Dans le cas où le résultat dérivé de A est faux, on peut au 
contraire conclure tout de suite que A est faux, ou bien, A 
et B étant deux affirmations dont l'une doit nécessairement 
être vraie, l'affirmation que B est vraie peut être établie 
comme théorème qu'on démontrera par le raisonnement 
suivant : l'hypothèse de B faux, ou de A juste, conduirait au 
faux résultat K. Une telle démonstration par antithèse est 
apagogique, donc proprement analytique : étant donné, tou- 
tefois, qu'elle assure la pleine évidence que l'affirmation B est 
juste, on s'en sert diversement dans des Ouvrages où la re- 
présentation est par ailleurs synthétique, fréquemment par 
exemple dans les Éléments d'Euclide. 

Cette forme antithétique de démonstration fut aussi appli- 
quée par Dinostrate à la quadratrice (p. 63) et on l'employa 
constamment, comme nous le verrons, dans la démonstration 
par exhaustion. 

Enfin, le théorème que nous avons obtenu comme résultat 
secondaire quand nous avons tenté plus haut d'établir, sans 
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limitatioQ préalable, l'applicalion elliptique des surfaces 
(p. 82) nous est un bon exemple pour prouver qu'un théo- 
rème ne se déduit pas nécessairement d'une analyse du théo- 
rème même supposé vrai, ou de celle de son antithèse, mais 
de l'analyse d'un problème connexe. 

12. — « Éléments » ; moyens auxiliaires d'analyse. 

Qu'on se serve de l'Analyse pour trouver la solution d'un 
problème ou la démonstration d'un théorème, ou qu'on se 
serve de la Synthèse pour exposer ce qu'on a trouvé, la solu- 
tion se composera toujours de solutions de problèmes plus 
simples, et la démonstration se basera toujours sur la justesse 
de propositions plus simples, en supposant que l'on soit eu 
possession préalable de ces problèmes ou propositions plus 
simples. Afin de pouvoir avancer par les procédés que nous 
venons de décrire, on doit donc disposer, tout d'abord, d'une 
collection de solutions pour des problèmes et des théorèmes 
plus faciles, et prendre ces solutions comme point de départ. 

Les Ouvrages qui renferment ces collections s'appellent 
des Eléments. 

Les premiers Éléments dont il soit parlé furent écrits par 
Hippocrate, mais, malheureusement, nous ne connaissons 
point cette œuvi*e si ancienne de l'ingénieux géomètre qui, 
paraît-il, était assez indépendant des Écoles philosophiques* 
Les progrès, réels et formels, accomplis entre temps dans les 

f r 

Ecoles, furent plus tard réunis en de nouveaux Eléments» 
L'on attribue l'un de ces progrès, à savoir les délimitations 
ou diorismes, à un écrivain qui, après Hippocrate, composa 
également des Éléments, Léon : ses Éléments, et d'autres plus 
récents, ont été perdus au moment où ceux d'Euclide eurent 
conquis cette universelle autorité qu'ils devaient conserver, 
pendant plus de deux mille ans, partout où pénétrèrent les 
Mathématiques grecques. 

Nous nous occuperons très en détail de celte œuvre capi- 
tale : en l'étudiant, nous verrons combien la matière en est 
solide, composée de théorèmes et de problèmes exposés 
synthétiquement, et quelle base ferme cela devait faire pour 
l'édifice mathématique établi sur elle. Il se peut toutefois que. 



ÉLÉMENTS, MO"ir^r<ÏS Jk.\JJiLKI^tJk.IWlES J>' 



pour les investigatioiTàs qxjii si]>ocj^ tissont à ce 
se soit fait senti r d^ possejct^r, oxalre cgs É 
gueur logique d'iaï:à tooxjit, èi l*siiat.i'o, cIgs moyi 
s'appropriâtdavantsis^ei stui. t-r-a^vsiîl SLTxsily tique : 

antérieurs et postorieiuirs si "Euclicle fleurie t 
nous en devons irn. et JEvxolicie môme. C'est a 
seurd'Eudoxe,Hemciot,inrLUS, aurait écrit su 
triques, probab le ix^c^nt, sur les lieux dits j 
représentables par une^ droite ou un cercle 
ment sur le même sujet, le ^raud gréometre 
deux livres: ce qu'on sait de leur contenu . 
ment, dans les temi>s modernes, a Ja forn 

métrie analytique. 
Nous devons cnoox'e mentionner les /?«.« 

-i-«^-^^<=i ri r* la méthode an^ 
instruments au>ciliair-es cie la i 

^ ^..^-^♦î^T-o ne sort pas des 
vrage, quanta sa matiore, ixt. 

. ,,,-»^ iiutre forme; ies p 

les exprime sous uno aurre^ ' ^ 

w^ v^B^t- rie orouver que, c< 
communément pour but cie i , ' ' 

j. „^ rîiCT-iire étant « données » 
ou portions d une l^^i^e qu'elles se détem 
le sont aussi, c e«*-^f,„„s propositions du J 
premières. Les TP''^'^ ^nt un rapport do 

des quantités •**^""^ gition ultérieure, qu 

donnée, etc; une P^*^ point donné; d'autr 
nées se coupent ^^ ti-iangl®, selon son es 

conditions pour qu , ^^^^ à un triangle do 
c'est-à-dire soit ®*^"™ ^^^^^ quantités dont on 
core expriment ciue _ ^ je rectangle, sont 

ou la différence, ai» si ^ 

nées, etc. T-vre est évidente comme 

La valeur de ce ^ i .^^ jggait, dans la « trai 

liaire d'analyse - i r>ourvue au besoii 

..v.v*,v.x ^ . corinixes susceptibles c 

liaires, des parties ^ ^,jj fg^^t ensuite, dans 
parties inconnties, ^^ réellement de ce qu'e 
tifierqueron ^^^^^^^etit- faire mieux qu'en 
problème, on i^^ ^^ ou s la forme que leur ( 
sitions nécessair^^ - tions des Vata nous fo 
Certaines proposi ^^^ méthodes plus si 
trer quelques-unes 
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^ ^0^ • ^insi, dans les Data, il n*esl pas 

v^Nîâv^d^^^^^^^ ^^ . ^^^ quelles données peuvent dé- 
u\e^v Q^x^^^"^^"^ lï^^^^ ^'ï^core quelles données en déter- 
vtvex \3iv\ Wîvv\?> J ^.^ loritie. \\ est permis d'en conclure : 

u\. ^^^"^^^^^^^ ça^ seulexnerrl- les problèmes en reclier- 4 

\ ue Yeso tvvangles par la construction desquels 

- eucet \a soi^^^^n du problème, mais encore en 

hercbani dont la forme fût seule déterminée, et la con- 
»iion d'un triangle d^ celte forme ne pouvait en général 
ir de point de départ qu'à la construction provisoire d'une 
•e semblable à la figure cherchée; après quoi, il se fût agi j 

roduire la grandeur réelle de quelque segment. Effecti- 
ent, dans les Mathématiques grecques, il se présente des 
)lèmes que Ton résout ainsi. 

1 réduction d'un problème à la détermination de deux 
itités dont on connaît le produit (leur rectangle) et la 
me ou la différence, c'est-à-dire à la solution géométrique 
[uations du second degré, apparaît, d'après les théo- 
es des Data cités plus haut, comme étant une méthode 
licable, et qui fut souvent employée par les mathémati- 
is grecs. Nous verrons plus tard que d'autres théorèmes des 
'a trahissent encore la connaissance d'équations plus com- 
[uées, qui s'expriment au moyen des proportions et de 
gèbre géométrique. 

13. ^ Aperçu des Éléments d'Euclide; 
système S3mthétique. 

^es Eléments d'Euclide se composent de treize Livres aux 

îls on adjoint comme quatorzième, dans la plupart des 

itions, un travail d'Hypsiclès et, comme quinzième, un tra- 

1 plus récent et de moindre importance. 

Le premier Livre renferme les plus importantes propositions 

r les côtés et les angles dans les triangles, sur la construc- 

n de ces derniers, sur les droites perpendiculaires et paral- 

es, sur les parallélogrammes et sur leur surface ainsi que 

r celle des triangles. Le deuxième Livre contient les prin- 

pes déjà exposés de l'Algèbre géométrique. Le troisième, la 

éorie du cercle, des lignes et des angles dans le cercle, ainsi 
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APERÇU DES ÉLÉMXIIS-VS 'r^'«=.w^^^ 

V *-i^^s x> euc:t.iï>^ z système sy 

que le théorème de lai T>vilssa .^ ---.^ ^», 

cercle. Le quatnemo Lxvr^ tx^siito dos iyc>lygoneJ 
conscrits, notamment, de \^ oonstT^uctfon des 
drilatère, pentagone, l:^exaisone o^ décag-oneré/ 

Sans doute, le travail pei-sonnel d'Euclide d 
Livres fut particiil ioT-enràent d'ordonner ei c/' 
cette matière, déjà oonr^uo, d'une façon plus j 
neravaitétéjusciu'aloT-s, en se Gonformantau} 
reuses dont Texigenoe s*ét,ait développée en^re 
Grecs; mais, à cette besogne, dut se joindre 
thématique proprerrx^r^t, dît z les proportions f 
comme nous l'avons déjà v^:i, employées en Géc 
avant que fût née lai t^héorie exacte des proporti 
Lorsque, en maintes ec^c^sisions. Van devait recov 
rie des proportions, foridée laniquement sur 
grandeurs rationnelles, il n'importait guère go 
tions trouvassent leuir- place dans le système un/ 
un peu plus tard. 

Mais Euclide, lui, connaissait la théorie d'f 
proportions, et comncie elle était trop nouveJ/e, l 
trouver place an début dix système, iï Ja rejeta 
Livre. 11 fallait donc, avant dy arriver, évitf 
tout emploi, ouvert on caclié, des proportions < 
tude, et il est probable, par exemple, que c'es 
cette considération qui contraignit Euclide, ain 
avonsditunmot, à imaginer la démonstration d 
Pythagorequi se trouve à la fin de son premier 

Pour faire comprendre qu'il était possible d'. 
sans les proportions, je rappellerai que c'est à 

-u / r^^z^^^^ r^ue sont démontrées les pr 
gebre géometricivie cjot? =» ^^ f 

la puissance d'un point par rapport a un cercl 
ces théorèmes s'ei«ï>loient P^^'^^^ •■»"•« "«/^ 

dans lequel rangl« a« ^'l'"?^!^..!' T 
base (IV lo^ la base étant alors le côté d'un pe 
Daseu\ lo), la rnême cercle que ce triangl. 

lier .nscnt ^a»- ^^ J^^^^re est exposée la théo. 
Dans le cinquième sixième, ses applicat 

lions d'Eudoxe «*'^^^"^ de l'Algèbre géométr: 

metrie et à 1 «^^^^^^^^es proportionnelles et la 
struction des moyenn*'^' i 
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nent en moyenne et extrême raison, obtenues déjà sous 

autre forme au deuxième Livre par l'Algèbre géomé- 
ue, reparaissent ici, mais résolues cette fois à l'aide des 
)ortions, savoir dans VI, i3 et 3o. 

)mbien, parmi les théorèmes et démonstrations de ces ' 

es, appartiennent à Eudoxe? combien se rattachaient 
îrieurement à une théorie moins développée des propor- 
s? c'est ce que nous ignorons; mais toujours est-il que 
t à Euclide que revient l'honneur d'avoir disposé le tout 
m ensemble systématique. 

n'a cependant point fait entrer dans cet ensemble la 
>rie spéciale des grandeurs rationnelles et des nombres 
ers grâce aux rapports desquels s'expriment ces grandeurs, 

expose cette théorie, du VIP au IX« Livre, c'est-à-dire 
5s la théorie générale des proportions, mais sans la fonder 
cette dernière. Les démonstrations sont vraisemblable- 
it celles que l'on employait avant l'époque d'Eudoxe, et 
t on étendit alors les résultats aux grandeurs irration- 
es elles-mêmes. 

3S grandeurs irrationnelles, à leur tour, sont traitées dans 
ixième Livre : c'est là que se trouve leur classification, ^ 

mencée par Théétète {cf. p. 4^)), mais que devait achever ^ 

lide. C'est en cela, et dans l'application de ce classement à 
étermination des arêtes des polyèdres réguliers, que con- 
i sans doute la part la plus originale du travail d'Eu- 
e. 

ais, avant cette application, il était nécessaire de déve- 
>er la Stéréométrie élémentaire, ce que fait le onzième 
e; le calcul du volume des pyramides exige alors des 
îrminations infinitésimales de limites que l'on obtient, 
ique par un détour de forme, au moyen de la déraon- 
tion par exhauslion d'Eudoxe, employée à cet effet dans le 
zième Livre après l'avoir été, tout d'abord, à démontrer 

deux cercles sont proportionnels anx carrés élevés sur 
'S diamètres. La détermination des éléments des po- 
ires réguliers n'a lieu qu'au treizième livre, 
isqu'à un certain point, on voit que les objets de même 
ire, comme la théorie des grandeurs irrationnelles, et les 
hodes similaires, comme les applications de la démon- 
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strationparexhaustioo, ««..t, .^^pprooLos I.s uns 
toute OIS ce rapprooUoxxxe.r.t, doit: êt^o mis en , 
compte de levolutiorx histoi^iciuo ^^«t^rîeure p/ 
ce rapprochement n'^ qu'uno i m i^or ta r. eo seco/2r7a/ 
subordonné à la coixsidc^^-ixtiorx suivante : ton 
compte des principes lo^îciuos ot i-ig-oureox f/ 
l'époque précédente, -or-inoij3os au per/ecfJOMeiîj 
Euclide avait lui-n:iorxie- <3 01:1 tri l3ué par son traité 
conclusions, Fimportsirit, était cjue l'œuvre fût j 
inattaquable, qualité qui était g-arantie comme r 
vu à chaque problèmes oui tliéoi^ème particulier , 
tion synthétique; iTiais il s'ag-issait en outre, tant t 
livre séparément cju^ dans tout l'ensemble, cI'q 
problèmes et théoroinn. os do toile sorte que la bas 
tériaux de chaquo i:xoiji.x^oai_x tliéorème (ou problè 
déjà fournis par los prooodents. C'est en veviu 
cipe qu'Euclide no so pormettait mêmepasd'emp 
lieu d'un segment dar:às xaries clénrionstration avanr 
antérieurement, prou-vo l'existence par construc 

Cet ensemble do pi-opositions, cette lia/son à J 
quelle on va du connu a l'inconnu, commepourla 
tion synthétique d'uno proposition détachée, c'e^ 
s'élève du simple ot du particulier au composé et 
constitue ce que nous appellerons un ^j^^^^e^5rjK/2^ 
core que l'antiquito no nous offre aucune justifica 
decetteappellatâon ot, dans un tel système, Je poi 
et la conclusion prosontent un intérêt tout partie 

Pour ce qui est du point de départ, il est clair c 
blêmes, qui se composent de soutions fournies i 

u^^ \r . ,^^ ^t a ne les théorèmes, dont 

blêmes antérieurs, o*- vi*-^ ^i ^ ^ , 

strations s'appuie«t sur des théorèmes et des 
précédents, doivont supposer cerlames constru 
., ' , i„i-.i<:^s dont l'exécution est, sans i 

nueres et P^-^'^^^^^^^^ ainsi que certaines affirn, 
deree comme connue. ^^^ regardée comme . 

m..... dont 1^ J*iî;„ct,ions, pour Euclide, se no. 
évidente: ces consivu ,_ , _^_^^ ^, ^^^ .mrm«iif 

tulats ou demccn^ 
communes {ycoiy/cc\ 

rencontre comm^"^"^^" 
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ment chez les écrivains philosophiques, le mot axiomes 
(à?ia)[j(.aTa). Avant ces deux sortes de présuppositions, il faut 
d'abord établir les concepts auxquels elles ont trait, ce que 
l'on fait dans les définitions (opoi). 

Aussi allons-nous nous occuper, dans le § ik, des idées et 
des hypothèses établies de la sorte par Euclide, ce qui nous 
apprendra par la même occasion ce que les anciens exigeaient 
en général de leurs hypothèses. 

Outre les hypothèses préalables, la conclusion, elle aussi, 

mérite une certaine attention dans un système synthétique, 

puisque tout ce qui la précède semble n'être disposé que pour 

servir de prémisses à cette conclusion même. 11 est vrai que 

d, comme nous l'avons déjà dit, Euclide termine ses Élé- 

nents par la détermination des arêtes des polyèdres réguliers 

ît par la construction qui en résulte pour ces polyèdres, ce 

le fut pas là son unique but, puisque, au cours de son œuvre, 

embrasse maintes questions qui ne servent ni directement 

i indirectement à cette détermination; il a donc plutôt éta- 

li un fondement général aux futures investigations mathéma- 

ques et, sûrement, c'est bien là ce qu'il voulait, mais l'im- 

)rlance que la construction des polyèdres réguliers puise 

ins ce privilège de couronner l'œuvre d'Euclide fut cause, 

îanmoins, que l'on ait introduit de très bonne heure des tra- 

ux étrangers sur ces polyèdres à titre de quatorzième et de 

inzième Livres. 

D'une façon plus précise il s'agit, dans le premier Livre 

luclide, pris séparément, de trouver ce qui est logiquement 

îessaire pour établir l'Algèbre géométrique développée au 

re suivant; la base de cette Algèbre sera la conclusion 

me du premier Livre, à savoir, le théorème du gnomon, 

3, et le théorème de Pythagore, I, 47» Un but provisoire 

subordonne néanmoins au but principal : c'est le théo- 

le (32) sur la somme des angles d'un triangle qui se trouve 

îssaire pour le but principal et qu'Euclide rattache, au 

eu du Livre, à la théorie des parallèles. Du reste, ce Livre 

prend des théorèmes sur la situation respective des lignes 

:es, sur les droites perpendiculaires et parallèles, avec 

tructions appropriées, sur la congruence et la construc- 

des triangles, et sur la dépendance entre l'égalité et 
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l'inégalité des côtés e^t. dos angles ^ il j^ a 7à un 
n'est pas très clair, mais cfui e^st: cer>enciant unecon 
la méthode, logique me ri t. sûro, d^a près Jaque7ye7e, 
s'édifient les uns sur los siut,res z rxxGrktionnons^p^^ 
que les théorèmes s«r- Isi oong-ruonce des triao i" 
théorèmes 4., 8 et 26, ot, ciu.':E:ij.clicie no se préoccuif 
à cette occasion de r^ola ^x^ctà^x* la con^ruence detv- 
unangle, uncôté adjsio^int: et, xan côté opposé se co/». 
En effet, il n'a pas à e^mployer pareils théorèmes. 
Au contraire, au si:?cièrxi^ Lîvre^ où il réunit Jq^ 
sur la similitude des triaràg-les, il ne néglige pas j^ 
pondant de la sinciilit, xj.de . A. la fin du Livre, y^s 
sur l'égalité des surfaoes sont plus étroitement ve 
uns aux autres. 

Puisque nous avons exposé ici la conception d*an sy 
tique de théorie, nous dirons nn mot sur ce que nous en 
système analytique, par antitlièse et aussi parce que, en de 
considération d'application anx écrits des Anciens, musdés 
pleinement les idées d'analyse et de synthèse. 

Dans un système syntlié tique, l'on ne s eleve que peu à 
sidération de rapports plus composés et plus généraux :da 
analytique, au contraire, on part d un principe général c 
sa généralité même , de présenter une certaine simplici 

découler de ce principe les ^î^^f ^'^"f^,^ 1^ ^^ ^«"^ f^ ' 
4- T TT * •; ^^^x^i- rie la Géométrie dans Jequell on 
ticuhers. Un traitement cxg x^ ^xi^^.o,- c»« • 

, ,. 3 ... 1^ ^^T-r^le, noar s élever, successivemer 
la hgne droite et ^^^^^^^^^^ 2^^r. degré supérieur, est fc 
coniques et aux ^^^^^J^^^^^^ si les particularités y sor 
traitement ^J'^'^^^^^^^^^^^^^ent dans lequel on recherct 
lytiquement;mais lan trai ^^^^bes pour en tirer des 

les propriétés générales sections coniques est, lu 

ticuliers sur la droite ou 

analytique. rnole typi<I"® ^® traitement par 

Nous avons un ^^J?^^£^^j.g^nge où tout dérive du prin< 
Mécanique analy ticjue^ de^ ^ '^'était pris qu'à titre d'hypoth 
virtuelles :etsi ce P^^^^'-'^g^ liions ou ses conséquences, le 
démontrée par ses apP ^^ x>nlîcation de la méthode anab 
absolument conforme a *^ ^^^^ s l'entendons. Si le prin 

rèmes particuliers, tello q -préalable, le procédé empl 
chez Lagrange, état>li ^ ^ le niê me et, en l'appelant a, 
cependant, essentiellon:io ^^^^ avons attribué à ce 
s'écarte pas du sens c\xx 



mot, 
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Au reste, c*est en avançant synthétiquement du plus spécial au plus 
général que l'on parvient, en bonne règle, au point de vue d'où peut par- 
tir ensuite un système analytique. 

14. — Hypothèses géométriques d'Euclide (^). 

Les hypothèses sur lesquelles Euclide fonde la Géométrie 
se trouvent dans les définitions, postulats et axiomes, de ses 
différents Livres. 

Celles du premier Livre offrent un intérêt particulier parce 
qu'elles sont, avec les résultats successivement édifiés sur 
elles, à la base de celles des autres livres; aussi nous y arrê- 
terons-nous, mais en les complétant tout de suite avec 
quelques-unes des hypothèses nouvelles, introduites ultérieu- 
rement : pour celles qui se rapportent à des théories particu- 
lières, comme la théorie des proportions, nous n'en parlerons 
qu'à propos de ces théories mêmes. 

On trouvera certainement, à la première lecture des défi- 
nitions, postulats et axiomes d'Euclide, qu'ils ne sont nulle- 
ment au niveau des prétentions de forme et de logique 
élevées, comme nous l'avons dit, par les anciens : on y verra, 
par exemple, que diverses définitions ne disent absolument 
rien de ce qui est à définir, et ne donnent aucune garantie du 
fait qu'il existe réellement quelque objet répondant aux 
définitions. 

La définition de la ligne droite (^) n'apprend rien de mieux 
que si l'on eût dit : il y a une certaine espèce de lignes, qui 
s'appellent droites. Quelle sorte de lignes elles sont, c'est- 
à-dire quelles sont les propriétés deiç lignes qu'on emploie- 
rait de nos jours à la définition, il faut attendre, pour le savoir, 



(') Hypothèse au sens général et vulgaire du mot; mais le contexte semble 
suffisamment l'éclaircir. Suppositions serait plus conforme au langage vulgaire. 

(2) Les définitions de la droite et du plan, dans Euclide, sont d'ailleurs 
obscures et leur véritable sens était déjà perdu du temps de Proclus : « La ligne 
droite est celle qui est ex sequo en tous ses points. » — « Le plan est la surface qui 
est ex aequo pour toutes les droites qui y sont situées. » Ces définitions pa- 
raissent provenir de la technique de l'art de bâtir, et n'avoir dès lors c;u*un3 
portée empirique (T). 



les postulats qui conticB^nn^nt, l'I^ypotlièse que /^ 
possède telle et telle T>ï-c>p>jriot,é i los postuiafs ^ 
axiomes, sont souvorxt. ^xprîrrxés avec une briè 

transforme en énigmes et. qui est eri opposition frJ^ 
les détails circonstanciés t^i^aitant tout ce qui est 
démonstration propre rxierit, mathématiques. 

Le fait est que le msit.ti.ématicion renvoie aux 
postulats et axiomes, toutes les la.ypotliéses qu'i^^ 
risé à faire dans sorx clomairxe et, cela, sans exr^ 
comment, ni raison dur f>oz.£w*^ vtoi . 

Le devoir du mathérr:iaticien est de donner pré^]; 
spécification complète de ce qu'il veut supposer e 
de le faire assez claîr-ement pour que, le cas de 
échéant, il en résxzlt.e évidemment qu'il ne tire 
parti que de ce à qu-oi il s'est réservé 7e droit d 
mais les abstractions qui l'ont conduit à établir 
préalables et à leuï- attribuer, dans Jes postu 
axiomes, les prpprîét^és déterminées qu'il ieur d 
plus même, la pi-ouve préalable qu'il ne leur a 
attribué ni trop ni trop peu de propriétés, tout 
regardepas.il n'est, <en sa qualité de mathéma 
ponsable que d'une olxose : e'est de mettre celui c 
cède toutes ses l^ypothéses dans la jecessue, par. 

^ . ^^ ini concéder de même tout < 

tions certames, de tiai ^^ 

déduira lui-même. ^w^ofîrr»^^ . 

Ainsi sa conclusion devra pratiquement prou 

Ainsi, sa ^^"^^ ^ t cl'hypothèses. Le fait qu 

fait un nombre stafïxsanx- ^ ,f^^:t a*»^ ^ . ^„, 

j: . ,„ *v^^.^^s ne saurait être prouve auî 

émis trop d'hypotlioses i* ^^nç. fa„t^ i o^^^oît . 

* • -1 ^^ait commis cette îaute, il serait * 

ment; mais, s 11 ^^f^.^t^re^. Q^^ telles de ses hy pot h 
voir prouver, par ci ^^^^^^^t dérii^er les unes des c 
contradictoires^ ^^^ l^^potlièses géométriques exf 
Pour bien ju^er ^f -^ notamment par Euclide, 

établies par les an ci ^^[^ plutôt que de s'attacher i 
sidérer quelles Gli'^^ ^ ^ origine» ou à la forme so< 
d'indications sur lesn ^^ voit alors que ce sont 
elles sont présentée • ^^ aujourd'hui encore nous 
que celles sur le scj VI ^nt été présentées avec une 

Géométrie, et qu'elles 
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une plénitude dignes de continuer à servir de modèle à ceux 
qui pourraient avoir l'occasion d'en compléter ou d'en modifier 
certains points; toutefois, afin de les comprendre entière- 
ment, nous devrons çà et là toucher aux formes insuffisantes 
(pour une intelligence moderne du moins) sous lesquelles 
interviennent plusieurs d'entre elles. 

Commençons par tirer au clair les définitions qui peuvent | 

donner lieu à quelques remarques. 

Le jt7omf est défini par son indiçisibilité (I, déf. i). Puis on 
passe à la ligne : longueur sans largeur (I, 2), à la surface, 
avec longueur et largeur (I, 5), et au solide : longueur, lar- 
geur et épaisseur (XI, i). 

Ces définitions n'élucident nullement comment on parvient 
aux concepts de point, ligne, surface et solide; mais, comme 
une hypothèse sur laquelle il faut bâtir, elles supposent qu'on 
est en possession déjà de ces concepts, et que l'on entend 
ce que parler. veut dire en attribuant au point o dimensions, 
à la ligne 1, etc., et cela implique aussi que l'on comprend que 
la ligne soit un lieu géométrique de points, la surface et le 
solide des lieux géométriques de lignes et de surfaces. 

Pour acquérir réellement ces concepts, il ne faut pas suivre, 
régulièrement, cette marche synthétique du point à la ligne, 
à la surface et au solide, mais la marche analytique inverse, en 
partant du solide comme de quelque chose d'immédiatement 
donné, en considérant la surface comme limite du solide, etc. : 
cette marche, d'ailleurs, n'était pas inconnue des anciens, 
comme on peut le voir à une autre série de définitions (XI, 2, 
I, 6 et I, 3) qui, sans constituer chez Euclide des définitions 
nouvelles de la surface, de la ligne et du point, indiquent sim- 
plement comment solide, surface et ligne sont délimités. 

J'ai déjà remarqué, en passant, que ce n'est pas dans les 
définitions, mais seulement dans les postulats en y joignant 
l'un des axiomes, qu'il faut chercher l'explication de ce qu'est 
une lignedroite. L'existence de la ligne circulaire, également, 
n'est établie que dans les postulats, tandis que la définition, 
qui leur est antérieure (I, i5) paraît trop en dire sur ses pro- 
priétés : cette définition, en effet, non seulement nous apprend 
que tous les points de la ligne circulaire sont à la même dis- 



lance du centrer, nnais indicitio Gn outn 
mêmeestune fi^xjtrG^ o'est-à-ciii-e une po 

par la ligne cir-oul siî i-o, ot que le cei 

térieur de cetto ligne. S'il n'est donc j 
circulaire doit oomproriciro tous Igs point: 
priélé menlionno^ tout d'abord, toujoui 
mière des indioat-ioris ofFro un moyen pn 
entre la ligne eintîèi*^ ^t l'ax^c cïe cercle, e 
mérite de consoiTv^^ï* sa place parmi 7esdé 
rons, au reste, qu.^ si ggs ^orknées n'avaien 
ici^ il eût fallu les oompr-endre parmi les 
forme ou sous xjltx^ sixatre. 

Au contraire, la définition du diamètn 
contient une additîorr qui GSt sûrement su 
définition, et, de plus, en tant Qu'hypothèsi 
non seulement quo le diamètre passe p 
encore qu'il partag-o le cercle en deux p 
dernier point est une propo"sition qui se d< 
gruence des deux parties en lesquelles Je 
mais, peut-être aussi, un éditeur posteriez 
dans la définition, parce qu'elle ne se tn 
dans aucun théoro me d'EucIide, 

Ladéfiniiiou do 1'^A^^^^. par EucJide, esl 
en soi que la déflnition de la ligne droite 
suppléé parles axiomes qui établissent à 
reconnaît qu'une qoaotite géométrique est 

ou inférieure à «r.e ^"/^^^^f. "!f ^ ^^P^ 
critéria sorxt o^alo«.ont applicab^ aux 

,,*.-^ oue des angles peuvent 
on sait en otx"^^ grandeurs bien déf 

,1s acquièrent axrxs ^^ ^,^^^.^.^^ 

remarquons, ^^^^^ ^out aussi bien po 
est encore ^^J^^^^^t^^s. On utilise cette 
par des >^^«^^__f^ i^ perpendiculaire au 
pour montrer^ ^^nrérence, forme avec le 

point de la ^^^ ,,^^r>roclie plus du cercle 
moindre (ou so x ^t^l^ 

ligne droite. ^ose Euclide dans le pi 

z. 
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les suivants, d*après la plus récente et la plus sûre revision 
du texte (^) : 

1. Mener une ligne droite entre deux points. 

2. Prolonger de façon illimitée une ligne droite limitée. 

3. Décrire un cercle de centre donné et de rayon donné. 

4. Tous les angles droits sont égaux entre eux. 

5. Si une ligne droite, qui en coupe deux autres, forme du 
même côté des angles internes dont la somme soit moindre 
que deux droits, les deux dernières lignes citées se couperont, 
sur leurs prolongements, du côté où la somme des angles est 
inférieure à deux droits. 

Les constructions qui doivent servir à composer toutes les 
autres, d'après ces postulats, sont celles qu'on exécute prati- 
quement avec la règle et le compas, mais on se tromperait 
cependant si Ton voulait envisager les postulats à cet unique 
point de vue : entre autres faits, les deux derniers postulats ne 
seraient point alors à leur vraie place, et c'est la raison même 
qui, de très bonne heure déjà, fit commettre à des éditeurs 
la faute qui consiste à ranger ces postulats parmi les axiomes. 

Comme on le voit, nulle mention n'est faite de la règle et 
du compas : on ne donnerait, du reste, même avec ces instru- 
ments, qu'une image incomplète de la ligne droite et du 
cercle mathématiques. 

Les trois premiers postulats eux-mêmes — ce que nous 
avons déjà dit en général touchant les hypothèses d'Eu- 
clide — ne donnent absolument aucune explication sur la 
question de savoir d'où et par quels moyens on établit ce qu'on 
a voulu supposer. Les problèmes des anciens sont, en sub- 
stance, des propositions sur l'existence, et leurs solutions des 
démonstrations de l'existence de ce qu'ils traitent ou de 
ce qu'ils cherchent : de même, les postulats sont deii affirma^ 
lions de Vexistence de ce qu'on veut faire admettre, sans dé- 
monstration ni preuve. Les affirmations contenues dans les 
trois premiers postulats veulent donc simplement dire qu'une 



(<) FMcUdis Elementa; edidit et latine interpretatus est J.-L. Heibera 
Lipsiop. 1883-88, 8». 



ligne droite est possible psir doux lyoints qu^,^ 
que celte droite ï>eut se proJong-er indén^^ 
existe un cercle i>.ossil3le, étant donnés u/i c ^^^^ 
quelconques ou, eri d'autres termes, qu'ij^^h 
centre donné et passarit par «m r>oint donné ^^ 

En réalité, le troisîerxie ^postulat doit êtiQ 
façon, et il n'e^cig-e^ eïrx aijcune sorte que}' ^^^a 
démonslration l*^x.istei::ice d'un cercle de ce^^ ^^i 
rayon donné erà viri ^^xitre Jieia du plan: on 1q , ^^ ^o 
à ce qu'Euclide, da.ris la deuxième proposiij ^^^'^^ 
Ja délerminatioriL d*uiri tel cercle peut se f^i^^J^' ^Oi 

slructions admises r>ar les i^ostulats, à Taide d'^Y^^ 
tion d'un triangle équilatéral eji^posée dans la L ^? 
position. Par la restr-iction ici sous-entendue, Eu7îld^^ 
que se confoniciei' au devoir c/e n'émettre pas tri ^ 
thèses : s'il n'evlt été question que d'exécution pr^^f 
moyen du compas, la position du rajon donné eût été 'i 
rente, et l'on peut arfirmer que \^ rnéihode indiquée d 
deuxième proposition n'avait point pour but Vexécutio 
tique des tracés. 

Avec cette conooption du sens des postulats, il est é- 
qu'il ne suffit pas d'admettre l'existence des lignes droj 
des cercles le plus simplement déterminés; on exécu 
constructions géo«iétriciues en déterminant, au moyen d. 
tersection de différentes lig-nes, des points qui pourront} 
ultérieurement à la détermination de nouvelles lignes :i 
alors admettre l'existence des points d'intersection aussi 
que celle des lignes, car elle ne saurait être une conséq, 
• cle ces dernières, ^'ost pourquo^^^^ 

exnressément, orx Imypothese nouvelle, que deux lignes dr 
expressément, cette affirmation soit réellement ^ 
se counent : pou* vi ^ . 

\ 
tion 

un problème - » x le P ^i„quième postulat, les solutions des , 
existant en vertu <J ^^^^ ^^ points d'intersection de U 
blêmes ou 1 «" absolument pas foumiles démonstrat 

droites n'auraieni^ figures construites, démonstrations 
de l'existence ^ ,„„itat essentiel des constructions, 
devaient être le res«» 
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Si cette considération est juste, on regrettera qu'il n'y ait 
pas de postulats pour reconnaître aussi bien l'existence des 
points d'intersection de la ligne droite et du cercle, ou de deux 
cercles : sans nul doute, la délimitation parfaite des cas où 
l'intersection a lieu, réellement, exige déjà le développement 
de plusieurs propositions, et c'est peut-être parce qu'Euclide 
ne peut tout de suite faire cette délimitation, avec toute la gé- 
néralité requise, qu'il s'est abstenu d'établir les postulats en 
question; toutefois, pour que l'emploi du cercle aux construc- 
tions soit possible, d'une façon générale, certaines hypothèses 
sur son intersection avec la ligne droite et avec d'autres 
cercles sont au moins nécessaires. Quelles sont les hypothèses 
dont se sertEuclide? c'est ce qu'il nous faut chercher dans les 
applications qu'il en fait. 

On voit, en effet (proposition I, 12), que, pour s'assurer 
qu'un cercle de centre donné coupe une certaine droite, il 
fait passer ce cercle par un point situé du côté de la droite 
opposé au centre, et qu'il considère (propos, i) comme évident 
que deux cercles, ayant chacun son centre sur la circonfé- 
rence de l'autre, se coupent en deux points; de même encore 
(propos. 22) qu'un cercle, qui passe à la fois par un point inté- 
rieur et par un point extérieur à la circonférence d'un autre 
cercle, coupe cet autre cercle. Il ressort bien des passages 
en question qu'il s'appuie sur ces hypothèses : ailleurs, il 
n'avance rien touchant l'intersection d'un cercle avec une 
droite, ou avec un cercle, sans avoir préalablement démontré 
l'existence de cette intersection. 

Les hypothèses expressément instituées par Euclide ne ren- 
ferment-elles donc absolument rien sur les hypothèses dont 
il se sert, en fait, dans les passages cités, et notamment pro- 
pos. 12, et cela d'une manière qui montre assez qu'il en dut 
avoir conscience? Les postulats, du moins, non; mais, comme 
nous l'avons vu, les différences entre postulats et définitions 
ne sont pas si tranchées qu'il faille s'en tenir à l'examen des 
premiers seulement. Alors il est clair qu'Euclide peut justifier 
l'usage qu'il fait de ces hypothèses par ce qu'il a dit dans les 
définitions, à savoir qu'un cercle est une figure qui enferme 
le centre, d'où il découle qu'une ligne circulaire coupera une 
ligne droite suffisamment prolongée en deux points, si elle a 



toutefois son centre d'uri côte cfe €^GZt 

un point qui soit situe de J'autr-e eôio 

également une autre Iw^r^^ d^^ecjr J^jî^^, s^ 

interne à un point externe. JF^exx:!^ j-cy uoz^sf, c 

en certains cas, démon tr-ejr- cf'uxue psiT-GillG 

lion des lignes droites sstr^s T'GGOMJil'iw stu ci, 

en considérant que ies pér/rx^ôtr-^s cfe?s r^olj 

aussi dès surfaces dont l'ot^rirfur^ r^*Gst jyas 

emploie ce procédé (I, 2 x J). 

Reste à expliquer co m nn^^^t; l^sifil Ërmsition q(j( 
droits sont égaux a pu prexicit'^ j:>l^i<3^ psirmi Iq 
II ressort des axiomes cjtJGi t,cy\j.s l^s singles ^ 
sont congruents, sinon, txokx ^ ^t l'^tYlnnatioij e 
ment la même que cette a cjr tr<3 r t,ous Igs ang 
congruents. Un angle droit étant alors détinî (^ 
celui qui est égal à son stn^lG voisin, Ig postal 
d'établir que l'angle formé par ixjxo <ljroit€ietsoni 
est d'une grandeur déterminée, on cjixg Je prolot) 
Jigne droite donnée, au cielà de l'nne de ses ej? 
déterminé univoquemen t. Cest iDiert Ik ce qu'Eu 
dire, et Ton en acquiert la certitucie quand on 
fait, le postulat est précisément iMppliqué de ceti 
ce quia lieu dans la démonstration de la propo 
Lequatrièmepostulat est donc nn camplémenidi 
à savoir que la détermination du prolongement i 
droite, contenue dans ce dernier, est univoque,^ 
cisément pour cela qu'il a pris place parini les posta; 
parmi les axiomes. 




luiat est univoque, elle acissi- Ji.uciiae laii eApica^st^uie, 
de cette univocité dans la proposition I, 4 où, pour sa d 
tration, il se sert de l'argument « que deux lignes 
ne peuvent enfermer <io surface »; or cette affîrmatio 
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cide absolument avec celle-ci : que le premier postulat est 
univoque, et elle ne se trouve point parmi les hypothèses 
établies. Il y a là, à n'en pas douter, une inconséquence que 
Ton avait déjà remarquée dans l'antiquité, et elle est cause 
que des éditeurs ont admis Thypothèse nettement em- 
ployée I, 4> soit parmi les postulats, auxquels elle appartient 
au même titre que le postulat I, 4> soit, plus tard, parmi les 
axiomes : ce nouveau postulat exprime en outre que la déter- 
mination d*un point comme point d'intersection de deux 
droites, au moyen du cinquième postulat, est univoque. 

En revanche, Vuniçocité du troisième postulat, sur la déter- 
mination d'un cercle au moyen du centre et du rayon, n'a pas 
besoin d'être supposée : là, on peut, en effet, recourir de nou- 
veau à ce fait que, déjà, dans les définitions, le cercle est dé- 
terminé d'une manière plus complète que la ligne droite; 
Euclide est à même, de la sorte, de démontrer dans les propo- 
sitions III, 5 et 6, que des cercles concentriques ne peuvent 
ni se couper ni se toucher, qu'ainsi le lieu géométrique com- 
plet des points situés à égale distance d'un point donné con- 
siste uniquement en une courbe fermée ou, en d'autres termes, 
que le troisième postulat ne donne qu'un cercle. 

Les premier, deuxième, quatrième et cinquième postulats 
d'Euclide, complétés par l'hypothèse employée proposi- 
tion I, 4> et d'après laquelle le premier postulat doit donner 
une détermination univoque; complétés encore, comme nous 
le verrons, par une hypothèse contenue dans le septième 
axiome, expriment alors toutes les propriétés sur lesquelles 
se fonde l'emploi de la ligne droite en géométrie. A son insu, 
nous le verrons, et sans s'en être rendu compte lui-même, 
Euclide s'en servit simultanément pour établir les propriétés 
fondamentales du plan. 

La définition expresse du plan (I, 7) est, en soi, aussi insi- 
gnifiante que celle de la ligne droite : le plan est encore men- 
tionné dans les définitions I, 8 et i5, où il est dit que les côtés 
d'un angle doivent être situés dans le même plan, et que le 
cercle est une figure plane ; or, ce que supposent tacitement les 
postulats posés est plus important, à savoir que les diverses 
déterminations ont lieu dans un seul et même plan. Sans cela, 
le cinquième postulat serait absolument dénué de sens. 
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La propriété atti-ifou^^ au plan, aotamment parie '^ 
et le deuxième postulat, est celle en vertu de laquelle 
tient totalement, avec ses prolongements jusqu'à 
toute droite qui passe par deux de ses points, fe. / 
avait expressément établi lui-même cette propriété, 
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en partie aux applications a ^^ premier Livr 
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à ce qu'on ne peut, dans l'explication que contient Taxiome, 
substituer le mot m^^a/ au moi égal. Elle ne suffît pas, toute- 
fois, à donner une notion utilisable des grandeurs, car il faut 
y ajouter qu'une quantité ne change pas si on la divise et si, 
ensuite, l'on en recompose toutes les parties : c'est la matière 
des axiomes 2 et 3, qui affirment qu'égal, également aug- 
menté ou diminué, donne égal. Mais il faut, de plus, com- 
prendre encore, pour pouvoir aussi considérer l'inégalité, 
qu'on obtient quelque chose de moindre si, dans la recompo- 
sition, on ne prend pas toutes les parties, et c'est ce que 
dit précisément l'axiome 8 : le tout est plus grand qu'une 
partie. 

Les mêmes axiomes donnent aussi une explication de l'ad- 
dition et de la soustraction des grandeurs, en général; ils 
impliquent, en outre, que l'ordre des termes de la somme est 
indifférent. 

Quand une arithmétique moderne (* ) définit l'idée de gran- 
deur comme il suit : on dit des propriétés des objets qui ne 
changent pas si l'on en assemble les parties dans un ordre dif- 
férent, mais qui changent si l'on en enlève des parties, qu'elles 
possèdent une grandeur; cette définition est parfaitement 
d'accord avec les axiomes cités, présentant même l'avantage 
d'élucider un peu plus directement ce que c'est qu'égal, plus 
grand, ou moindre. 

Cette idée générale de grandeur doit se compléter avec des 
caractères particuliers qui en rendent l'application possible à 
des espèces déterminées de grandeurs^ comme grandeurs géo- 
métriques, poids, etc., ainsi qu'a des quantités numériques 
purement abstraites; Euclide, pour qui la grandeur géomé- 
trique est une quantité abstraite, puisqu'elle lui sert en Al- 
gèbre géométrique à représenter des quantités de toutes 
espèces, même numériques, doit donner tout d'abord le carac- 
tère de l'égalité des quantités géométriques : c'est ce qu'il fait 
dans le septième axiome du premier Livre, dont nous allons 
parler tout de suite, et ce n'est qu'au cinquième Livre qu'il 
donnera une représentation immédiate des quantités ab- 

(*) JuLius Petersen, Arithmetik og Algebra iil S holebrug. KsdhcnYiaiXnj 
1879, p. 3. 
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slrailes, comme nctj:>j^c»^^tSy siinsi que lo 
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à-dire celles qui se peuvent superposer- 
d'égalité géométricfue précédant très 
l'inégalité, renfermé dans le l:àuitienf)e 
site aucun supplément particulierem , 
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possible le principe » ^ jie tire-t-i* A-' 

gruence : aussi, dans 1» rjooi* démontr-^** *3 
parti de la congroeiice ^V ^^^^ parties »* «eu 
sont égaux suivant toi»*- ^^ gonl <lonnes ^^ ^^j 
et les deux angles adj ace ^^ «^onST^'^i^és-ali» 
clul par antithèse des c<^ ^^ ^^^ angles, 1 «s 
Pour les lignes droite 
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aVacow^tuen^^' ^^^îs, pour les lignes brisées, les portions de 

surfaces plan^^ ^^ ^'espace, Tégalilé peut exister aussi sans 

la coïigruence • pour démontrer l'égalité, il suffit alors de 

combiner les parties congruentes, conformément aux hypo- 

ibèses générales sur les grandeurs. On trouve le premier 

exemple de ce fait chez Euclîde, I, 35, lorsqu'il démontre que 

des parallélogrammes de même base et de même hauteur 

ont la même surface. 

Ce n'est cependant que par passage aux limites que Ton 
pourra parvenir aux grandeurs des lignes et surfaces courbes, 
à celles des surfaces planes limitées par des courbes, aussi 
bien qu'à celles de la plupart des portions d'espace ; elles ont 
été recherchées dans l'antiquité par la méthode d'exhaustion 
et exigent, en partie, l'introduction de nouvelles hypothèses : 
c'est ce que nous verrons lorsque nous parviendrons au 
douzième Livre d'Euclide, ou bien en discutant aussi les tra- 
vaux d'Archimède. 

En revanche, nous devons dire tout de suite que la façon 
dont Euclide emploie, en Stéréométrie, l'axiome de con- 
gruence qu'il a posé dans le septième axiome, est affectée 
d'une lacune très importante : cette lacune tient à ce que, 
dans sa Stéréométrie, aucune distinction n'est faite entre 
congruence et symétrie^ mais il est visible, toutefois, qu'Eu- 
clide ne tient pas pour congruentes les figures symétriques, 
car, en ce cas, il eût cru posséder dans le septième axiome 
une base suffisante pour les déterminations de volumes. Au 
lieu de cela, il établit une nouvelle hypothèse qui puisse con- 
venir aussi bien aux figures congruentes qu'aux figures symé- 
triques : dans la dixième définition du onzième Livre, sont 
définies égales et semblables les figures d'espace qui sont 
limitées par le même nombre de figures planes égales et sem- 
blables (c'est-à-dire congruentes). Cette définition contient 
— outre une nomenclature — une hypothèse géométrique, 
donc un axiome, à savoir que ces figures doivent être aussi 
égales en volumes (^), et cet axiome sert, Liv. XI, 29 pour 
démontrer que des parallélépipèdes de même base et de 



( ' ) Cauchy a démontré que des figures de cette sorte sont en réalité toujours 
congruentes ou symétriques. 
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même hauteur ont ci g s -\rcyl9jMnrtGs g^ 
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dont se compose un f^stT^^I l^M^pip^dG 
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ordinaire. 
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Euclide, par exemple dans 13- «J^^ 

1 -ié^llela irai 

congruence, et d'après lacent. 

point une ligne droite. 

15. — Note sur les nyi» 

^T-ox>riété ment ( 

Si l'on combine la dernière ^^ ^^ postulats, [ 

avec celles déjà exprimées ^^^^ points, la ligi 
cité » de détermination par ^^ ^ coïncide ave 1 

celle qui, en son entière éton ^^^^^ ^^^ deux 
quand on la transporte cie xn-Q. 






semWe, àotvlVY se sert en f^u, et q^^j/^^ ^f ^''^'P^^'és. toutes e„- 

lats et en axiomes : ces mômes hy^oi^èt Jl TT^«"'«°' «» Postu- 

eonûenl euUèremeut toute droite pa3,;;''f'/" P'«° "ne surface quî 

là plus, il est vrai, qu une bonne définiinn'" n"f ^' '"' P»'"'». C'est 

n'est déterminer le plan ni comme lieu séZs?^- ««"tenir, car ce 

plement infini de lignes, ni comme lieu ^4nT , -^"^ '''"° '''"°''re sim- 

blement infini de points, mais on neuf r?."^"' '^'"" "°™*>re dou- 

détermination en une définition et en un'axio^ ' ''^''"'"Poser cette 

alors defimre plan comme le lieu des droites rf' "" ''°''"''' ■ " *"«"' 

aux po.nts d une droite fixe, puis ajouter H;? ^i"^"'"' "" P"'»' «« 

montrable, mais nécessaire cependant à l'^t"^/" supposition indé- 

surface possède alors la propriété géùéilt! ^'°"'^'"'ï"«' 1"^ cette 

Et l'on ne se lire nullement rf» ^®°^'^^'« c-dessus. 
comme on l'a fait : lieu géométrin,,?? ""''^ «° définissant le nlan 
points fixes. « peut seUet^n .f '"'"'^^^^«^« <^'«'a„ce deSeï 
Flan ainsi défini renferme effectiv J """'' '" «'«'"«ométrie oue le 
deux P .„j ,, ,,,, „^ sf rS t'? r'^ ^-' " -I 

Relativement au plan nn r -, 
point de la définition ét'ablie t 71? ""' ^^P^'^èse qui ne découle 
qu^me postulat et d'après la.Zile, ZZrT'' *'""'^"- ^-« '« cï 
gne - deux droites d'un même pi'; s. tf "" '^^ spécialement dési- 

Comme nous l'avons dit ,' f coupent, 
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Les hypothèses géométriques qu'emploie Eu 
vantes : i° l'axiome concernant le déplacement 1 
deux hypothèses citées sur le plan; 4° l'hypo i 
(ou surfaces) fermés. Il en indique les points es ; 
tiens, postulats et axiomes, qui contiennent en : 
nomenclature employée ainsi que, dans les axi 
thèses exprimées sur la théorie des grandeurs ( i 
ne donnent pas seulement des explications d< 
encore l'hypothèse, nécessaire à l'édification » ' 
des grandeurs, sur la variabilité et l'invariabi 
un partage, suivi d'une composition de tout ou 
obtenus de la sorte. 

La clarté qu'affectent dans Euclide les hypoti 
plus importantes a permis que le principe fondai i 
posé par ses Éléments fût un point de départ ex< i 
gâtions modernes sur « la portée des hypothès ; 
réciproque indépendance » : il sera possible, en el 
pendantes les unes des autres, d'en retenir quelq i 
seules tirer des conséquences, en faisant omii 
obtient ainsi une généralisation de la géométri; 
que l'on démontre alors valent aussi bien pour 
fait de plus aux autres hypothèses, que pour lei 
satisfont point : elles peuvent aussi, dans l'espac 
thèses d'Euclide, trouver une autre application, 
exemple, on remplace les lignes droites par ( 
va caractériser à l'aide de certaines propriétés ( 
naire, propriétés telles, qu'elles sont spéciales, noi 
droites, mais à d'autres lignes encore. . 

La plus importante de ces généralisations, la 
n'est cependant pas née, à proprement parler, c 
axiomes : la plupart des propositions de cette ( 
en effet, de généralisations dont la convenance s' 
domaine de la Géométrie fondée sur toutes les hy 
réalité, toutefois, cette Géométrie se dégage de qi 
pothèses, et c'est pourquoi l'on peut, dès le princ 

En Géométrie projective, on écarte l'axiome si 
figures) et la théorie qui en résulte pour les quai 
par là même, du moins tant que la Géométrie pi 
de la transposition une notion nouvelle qui lui 
quemment des grandeurs, on ne se sert poin 
générales sur les grandeurs, établies par le reste 
en revanche, on tient compte des hypothèses ce 
tuiats, ce pour quoi, cependant, il faut encore 
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emprunts également faits à la théorie des grandeurs. Ainsi, d'abord, 
disparaît totalement le troisième postulat sur la détermination du 
cercle, le cercle étant déflni par le fait que son rayon doit avoir une 
grandeur invariable, et, ensuite, disparaissent les restrictions du cin- 
quième postulat, si bien qu'on y substitue le suivant : deux lignes 
droites du même plan se coupent toujours en un point. 

On peut échapper, cependant, à l'antinomie directe avec la Géométrie 
dans laquelle servent toutes les hypothèses d'Euclide, ou « Géométrie 
euclidienne », en attribuant aux droites parallèles de cette dernière des 
points d'intersection situés à l'infini. La Géométrie projective arrive 
donc à comprendre la Géométrie euclidienne aussi bien que la non eucli- 
dienne, mentionnée ultérieurement, grâce à ce fait qu'elle ne s'enquiert 
pas de la question de savoir si les points d'intersection sont, ou non, infi- 
niment lointains. 

La ligne droite, en Géométrie projective, prend les mêmes propriétés 
qu'en Géométrie euclidienne, à l'exception de la transposition qui fait 
coïncider une droite avec une autre, et les propriétés du plan s'y 
rattachent, tout comme chez Euclide, à celles des droites : les deux hypo- 
thèses, qui se rattachaient à la détermination du plan, sont conservées. 
On ne doit plus, cependant, bâtir sur l'axiome de transposition, mais 
sur ces hypothèses sur le plan, d'où résulte clairement que, pour déve- 
lopper la Géométrie projective d'une manière indépendante, et sans con- 
sidérer préalablement comme connue la Géométrie euclidienne, il faut 
nécessairement commencer par des considérations stéréométriques qui 
permettent de se servir de ces hypothèses. En ce qui concerne l'hypo- 
thèse euclidienne sur les contours fermés, elle n'est pas indépendante 
des hypothèses abandonnées : on ne peut donc pas la conserver en 
Géométrie projective: Au contraire, dans cette Géométrie, on a deux 
espèces de lignes fermées dans le plan, dont l'une coupe une droite en 
un npmbre pair de points (ou en aucun), l'autre en un nombre impair. 
A l'inverse de la Géométrie projective, la Géométrie dite non eucli- 
dienne est précisément issue de spéculations sur les hypothèses établies 
par Éuclide, notament sur l'une d'elles, celle que nous avons rencontrée 
dans le cinquième postulat. Le mieux est, peut-être, pour saisir ces 
spéculations, de se rappeler que ce postulat prit place, dans la plupart 
des éditions, entre les axiomes où, par suite d'intercalations d'autres 
axiomes moins authentiques, il porte le nom de « onzième axiome 
d'Euclide ». La détermination d'un point comme point d'intersection de 
deux droites, tant qu'on la trouva parmi les postulats, constituait un 
pendant naturel à la détermination d'une droite par deux points; au 
contraire, le renvoi de la même hypothèse aux axiomes correspondant 
aux théorèmes, devait tirer particulièrement l'attention sur la déli- 
mitation qui s'y rattache. 



NOTE SUR LES HYPOTHÈSES DE LA GÉOMÉTRIE. III 

L'axiome dans lequel deux droites, dont les angles internes du même 
côté d'une troisième, qui les coupe, forment une somme moindre que 
deux droits, se rencontrent de ce côté, devenait alors le pendant du 
théorème d'après lequel deux droites sont parallèles quand ladite somme 
équivaut à deux droits : Euclide démontre ce dernier théorème, I, 27 
et 16, à l'aide des autres hypothèses; le onzième axiome, et l'important 
théorème qui en dépend sur la somme des angles d'un triangle, no 
peuvent-ils alors se démontrer aussi? 

Cette question a provoqué au cours des temps d'innombrables essais 
de démonstrations ; quelques-uns, sans doute, étaient justifiables jus- 
qu'à un certain point, et cela dans la mesure qu'ils ne font que substituer 
à celle d'Euclide d'autres hypothèses, dont la justesse pouvait dès 
l'abord se concéder aussi bien : seulement, on n'a pas toujours, comme 
le fait Euclide, exprimé et avoué soi-même qu'on faisait une hypothèse. 
Pour l'axiome euclidien que nous mentionnons ici, et pour les théorèmes 
connexes, qu'une ligne droite est déterminée univoquement quand elle 
passe par un point et est parallèle à une droite donnée, ou « que la somme 
des angles d'un triangle est égale à deux droits », nous citerons des 
preuves, des démonstrations qui ont pénétré dans de bons traités de 
notre époque ou de l'époque immédiatement précédente. Parmi elles, 
celles que nous numérotons 2 et 3 sont dues au mathématicien français 
Legendre. 

i. On se contente de faire sauter aux yeux l'évidence de l'axiome, et 
de persuader aux lecteurs de l'admettre au même titre que les hypo- 
thèses géométriques antérieures. 

2. On peut rattacher le théorème « que deux angles d'un triangle 
déterminent le troisième » à la détermination du triangle au moyen d'un 
côté et des deux angles adjacents. La grandeur d'un côté unique ne 
peut en effet déterminer que l'échelle de la figure tracée, donc ne peut 
avoir aucune influence sur la forme du triangle, conséquemment sur les 
angles non plus : les deux angles donnés déterminent donc le troi- 
sième. Comme on le voit, la démonstration se fait en posant, en hypo- 
thèse géométrique, l'idée de similitude, ou l'idée d'une forme indépen- 
dante de l'échelle, hypothèse sur laquelle on s'appuiera : ce que l'on fait 
là répond absolument à ce qu'a fait Euclide, lui-même, en posant la 
congruence en principe géométrique des grandeurs, dans son axiome 
des transpositions. 

3. D'autres ne se contentent pas, comme Euclide, de déterminer la gran- 
deur d'un angle à l'aide du principe de transposition, mais ils font de 
la grandeur d'un angle le rapport entre la portion de surface infinie 
comprise par les branches de l'angle, et la surface du plan entier : si 
Ton pouvait donc mener par un point deux parallèles à une droite donnée, 
alors le demi-plan entier segmenté par cette dernière droite, demi-plan 
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égal à deux droits, ne constituerait qu'une partie d'un des quatre angles 
formés par les deux premières droites, et dont chacun est moindre 
que deux droits. On voit facilement ici que la nouvelle hypothèse réside 
dans la définition de l'angle, et aboutit à affirmer que le rapport établi 
dans cette définition, entre deux quantités infinies, a une valeur déter- 
minée. 

4. D'autres, encore, démontrent que la somme des angles extérieurs 
d'un polygone est égale à quatre droits en faisant tourner une droite 
successivement autour dés sommets des angles, depuis l'un des côtés 
adjacents, jusqu'à ce qu'elle coïncide avec l'autre : quand celte droite 
revient à sa position primitive, elle doit avoir tourné, en tout, le même 
compte que si elle était revenue à sa position primitive en tournant 
autour d'un point fixe. Là, aussi, on ne s'en est pas tenu à caractériser 
l'angle en tant que grandeur selon le principe des fraw^/?o«ao/2.fd'Euclide, 
mais on a bien plutôt défini l'angle comme partie d'une révolution en- 
tière; or cela implique l'hypothèse que cette partie a une grandeur, 
grandeur de telle nature que rien ne lui importe, soit qu'on accomplisse 
une révolution entière, autour d'un point unique, soit que l'on décom- 
pose cette révolution en révolutions partielles, autour de points diffé- 
rents. Que l'on fasse bien là, en réalité, une hypothèse particulière- 
ment valable pour le plan, tout comme l'axiome d'Euclide, on le voit 
aisément si l'on veut remplacer le plan par une surface sphérique, et les 
droites par des arcs de grands cercles : alors, en effet, l'hypothèse 
cesse d'être juste. 

5. Un essai de Legendre, qui se rattache vraiment aux autres hypo- 
thèses d'Euclide, est toutefois de plus grande importance en ce qui con- 
cerne le rapport de l'axiome d'Euclide à son système. Sans doute, en 
s'appuyant sur ces hypothèses, il ne peut démontrer le théorème géné- 
ral sur la somme des angles d'un triangle, mais il réussit cependant à 
démontrer que la somme des angles n'est pas plus grande que deux 
droits : l'une des voies qui lui permettent d'arriver à ce résultat suit très 
exactement une des démonstrations propres à Euclide, celle du Liv. I, 
i6, dans laquelle Euclide montre que l'angle adjacent d'un angle C dans 
un triangle ABC est plus grand que chacun des deux autres angles, 
par exemple que A. On le voit en joignant le milieu D de AG avec B, 
et puis en prenant, sur le prolongement, DAi= BD; alors le triangle 
AtBG a la même somme d'angles que ABC et comprend un angle BCAi, 
qui est égal à la somme des angles A et G du triangle primitif : d'où 
il suit que A h- G < a angles droits, ou que A est plus petit que l'angle 
supplémentaire de G. Legendre reprend l'opération que nous venons 
d'employer ici en ayant soin, à chaque fois, que l'angle qui s'appelle B 
soit le plus petit angle du triangle, que l'on transforme en continuant : 
le nouveau triangle auquel il parvient alors a constamment la même 
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OU renferment-elles des vérités que l'on tient de l'expérience? Dans ce 
dernier cas, il ne serait pas permis de dire que les affirmations conte- 
nues dans les hypothèses sont absolument justes, mais seulement que 
les écarts de ces affirmations sont trop minimes pour ôlre remarqués. 
Euclide, comme nous l'avons déjà dit, ne répond point à ces ques- 
tions : il se contente d'établir des hypothèses et de démontrer que, 
si elles sont valables, tout ce qui en découle l'est aussi; ce sera ensuite 
l'alTaire de celui qui veut utiliser ses résultats de déterminer dans 
quelle mesure il doit accorder créance auxdites hypothèses. 



16. — La Théorie générale des proportions; 
cinquième et sixième Livre d'Euclide. 

Nous avons eu précédemment plusieurs occasions de faire 
remarquer, dans les premiers Livres d'Euclide, les passages 
où l'on s'écarte du traitement aujourd'hui en usage : ces 
différences, autant qu'elles n'étaient pas seulement de pure 
forme, reposaient principalement sur le fait qu'Euclide, dans 
ses premiers Livres, doit renoncer à l'emploi des proportions, 
ce qui fournit des démonstrations fondées sur l'algèbre géo- 
métrique, et la raison en était, comme nous l'avons déjà dit, 
que l'ancienne théorie des proportions n'était assez rigou- 
reuse que dans son application aux quantités commensu- 
rables. Eudoxe avait bien remédié à cet inconvénient par une 
théorie nouvelle et vraiment générale des proportions, mais 
Euclide ne développe cette théorie que dans son cinquième 
Lii^re: aussi nous arrêterons-nous -à ce Livre afin d'y prendre 
une connaissance exacte de la théorie des proportions qui, 
en effet, ne fut'pas seulement la pierre angulaire de toutes les 
Mathématiques anciennes ultérieures, mais qui contient, en 
outre, le principe de la future théorie générale des grandeurs. 

Le mieux sera, pour faire voir la grande importance de ce 
Livre, de négliger les nombreuses dénominations qu'Eu- 
clide affecte aux proportions diversement composées à l'aide 
d'aulres rapports, et de rendre ces formes en signes algébriques 
modernes : à cette fin, nous désignerons par les premières 
ietlres de l'alphabet a, b,c, . , , les grandeurs générales qu'Eu- 
clide représente par des segments, par m, n^ p,. . , les nombres 
entiers auxquels il donne de petites valeurs, dans les figures, 



L.1 THÉOI^I^ CiÉiVÊllALE DES 1*1* 

selon les cas, et il i-ossoi^tir-a de son Li vr*^ 

géométrique offro urio ïxssgz grande ol ^ 

Poiirce qui est'dos n ornière uses dé f;^ 

n'aurons à emplo^^or* cfiio les trois suiv 

La défin. 4 dit Cfuo doux quanti téî^ 
si les multiples de chiactine d'elles pe^^ 
l'autre. Cela ne veut yyais dirf^., seule 
doivent être de ineiiL:ie nature de sor*L 
parer, mais cela expi'îiT:ie, en outre, iji 
qui apparaîtra indisp en saille, aussibi^ 
théorie des proportions aux quant.! 
que, plus tard, poui- les reelierches 
trouve exécutées, eliez Euclideetch^^ 
de cette même déin onstration d'exha. 
doxe. 
La défm. 5 dit c|ue 



* : 




€:r 



z z> = c : d^ 



si toutefois ma ^/i^ Gmr-a^îrtG avec soi 

< 
La définition 7 dit cj u e 

si l'on peut attribuer à ^^ et /i des val e 

m^ :> ^^^- mais que z^^ 



Sans doute, la definxtion _ ,^ * .^„ .^ 

#« rïîais, court Ënc:M <^ 

pour les deux rapports^, 

plus tard dans les proposi^»-^ ^^ s'i^gri «^ 

c:d>e:f entraînent ^ Z ^ = ^ ' -^^ "^ 

de l'égalité. 
Le sens d 

ûr siToncuuaA^'^- -- -. d'un nombre a* - -_*-^- 

détermination nnoci^*''^ i^alionnelles z f^ 

... valeurs approximat^ive^s ^^ ^,g^ppo.rt ci^u^^^ 

effet, un nombre pu*^ ^^ deuxièmement^ '^ 
unité de même esp^<^^ ^ ^ ^^s compara «^^^ 
d'Euclide aboutisseot. '^"^J^.^^uves ratio «"f^i 
ports et des valeurs apP^^ 






/ 



1 l6 LES MATHÉMATIQLES GRECQUES. 

Voyons maintenant comment on peut fonder, sur ces défi- 
nitions, une exacte théorie des rapports et des proportions : 

Dans les propositions i-3 et 5-6, Euclide avance d'abord les 
lemmes suivants : 

(i et 5) mazh nib^z ni{azhb) 

(2 et 6) ma±na^{m±n)a 

(3) n.ma=inm.a; 

toutefois, nous rendons ces trois dernières propositions d'une 
façon assez libre, car, dans 2 par exemple, il est dit que 
ma -+- na est le même multiple de a que mb -h nb Test de b; 
mais les démonstrations — par décomposition des nombres 
entiers en leurs unités — aussi bien que les applications, s'ac- 
cordent parfaitement avec les sens que nous indiquons. 

Ces lemmes, et la définition 4j servent à faire des proposi- 
tions suivantes de simples conséquences des définitions 5 
et 7 : 

si 

a: b r=zc:d, 

on a 

(4) ma', nb =z me l /id; 



SI 

on a, (7 et 8), 

mais 

Si 

et si 

alors 

(11) a:b=ze:/, 



a^b. 



c: a^c: b. 



a\b Tizc'.d 
c:d^=ze:J, 



et, avec ces rapports égaux, on en peut former un nouveau 
aussi grand, à savoir 

(12) (a-Hc + c):(64-<i-h/); 
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mais si 

avec 

c\d'>e\f, 
alors 

(i3) a:b>e:f. 

Pour donner un exemple de démonsln 
proposition 8, dans laquelle, si a > 6, oi 
miner deux nombres entiers m et /i, tels k 
on y parviendra en changeant ces condi 
vantes qui, d'après la définition 4» peuven 

mb^ c et m {a — b) 

{n — I ) c ~ mb <C ne ; 

d'où il suit que 

ne <C w«. 

Les propositions 9 et 10, qui sont les inv( 

démontrent par antithèse. 

Dans i4, on établit à l'aide des proposit 

que, si 

a\ bz=z c\d, 

a^c entraîne b = d, 

< < 

Dans i5, on démontre, à l'aide de 12, que 

ma \mb ^=^ a\ b. 

Les propositions 16-19 contiennent des l 
de la proportion 

a\b:zii c\d; 
on en tire 

(16) a\c — b:dy 

(17) {a — b):b—{c — d):d, 

(18) {a-hb):b=(c^d):d, 

(19) a\b — {a — c):{b — d). 

On démontre 16 et 17 à l'aide de la définition 
pour 16, on se sert des deux propositions précéd 
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la proposition 17, on déduil de la proportion donnée que, 
pour toutes les valeurs de m et de n, 



> 



îiic ^ ( m -h n) d 



< 



résulte de 

d'où il suit que 
entraîne avec soi 



ma ^{m -'- n) b; 



m{a — b)% nb 
ni{c — d)^ nd. 



18 et 19 se tirent (le premier antithéliquement) de 16 et 
de 17. 

Il y a toutefois une transformation qui manque : c'est celle 
en 

b'.azzzd\c. 

Or, comme elle est expressément employée dans la démon- 
stration de 20, on a voulu la chercher dans un corollaire à la 
proposition 7; mais jl serait difficile de l'y trouver, car il ne 
s*agit, dans 7, que du cas o\xbz=d, et c'est pourquoi quelques 
éditeurs transportent ce corollaire à la proposition /J» Quoi 
qu'il en soit, la transformation en question découle directe- 
ment de la définition 5. 

Les propositions 20-28 renferment l'importante théorie des 
rapports composés. D'après 22, si 

a'.b-r:zd\e et si b\c^=z e\ f, 

il en résulte 

a\cr=.d\f. 

Comme préambule à la démonstration, il est établi dans 20 
que, d'après les hypothèses, la condition « = c, d'où, selon 8, 
il résulte que d\e:^a\b^c\b=^f\e, que cette condition, 

dis-je, comporte avec elle, selon 9 et to, d^f. Maintenant, 
selon 4, comme les proportions données sont transformables 

en 

ma : nb r= md', ne 
et en 

nb\pc ^=z ne \pfy 
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simple, offre, par ailleurs, un avantage essentiel : tandis que, 
normalement, l'algèbre géométrique ne traite que les pro- 
duits de deux facteurs représentés comme rectangles, et qu'il 
faut avoir recours à l'espace pour figurer les produits de trois 
facteurs sous forme de parallélépipèdes, on peut, au con- 
traire, représenter le produit d'un nombre arbitraire de fac- 
teurs par le rapport composé de ces facteurs. En effet, si l'on 
donne aux facteurs les formes 

a\b^ b: Cf c\ dy d'.e, 

le produit composé de ces facteurs est a\e\ c'est ce que dil 
expressément la proposition 22. 

D'ailleurs, dans la transformation du problème de la dupli- 
cation du cube par la détermination de deux moyennes pro- 
portionnelles, nous eûmes un exemple déjà de l'emploi gé- 
néral que faisaient les Grecs des rapports composés : ainsi, la 
proportion prolongée 

a\x^=:x\y^=zy\b 

exprime donc, chez les anciens, absolument la même chose 
que ce que nous écririons 

a f a\^ b 

ou - = 

a 

On représente de la même manière des puissances encore plus 
élevées, par le premier et le dernier terme d'une proportion 
prolongée, c'est-à-dire telle que ses termes forment une pro- 
gression géométrique. 

Même au temps d'Euclide on était, sous ce rapport, plus 
avancé que son cinquième Livre ne le laisse entendre; on le 
voit, notamment, par son Livre IX, 35, où il donne une dé- 
termination de la somme des termes d'une progression géo- 
métrique, et, actuellement, on pourrait rendre l'investigation 
contenue dans cette proposition delà manière suivante : si 
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a 
b'^ 


b c 
c d' 


b — a c — b 
a b 


d — c d — a 
c a -\- b -\- c 
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Mais la proposilioii ne porte pas um^ 
lie trois termes consécutifs dont se co^^M 
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positions du cinquième I^ivre ; cepen^^^ 
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suivante qui concerne Ja théorie de^ x 



I appliquer la proposition : 



2-H^^-i ^"=3^^^ 



D'ailleurs, nous devons attBcher à ce^^^ 
produits et des puissances d'autant plu^ ^ 
est demeurée jusqu'à présent ie fonder^ 
briques qui prétendent à la généralité, ^^ 
nombres rationnels. 

La proposition V, 24, dit que : si 

a : o = ^ ' f 

et si 

il s'ensuit alors 

cetle proposition estpresque de même Gsp 
précèdent les propositions sur les rappoi-i^ 
«lant elle trouve seulement place ici par \^^ 
position 22 sert à déduire des deux propor-ii^ 
inversion des rapports dans la deuxième (^ 
leurs réciproques), que 

d'où à l'aide de 18, il résulte ciue 

{a -^ b) : b r=i (^cï ^r-e)\e. 

Une nouvelle composition des rapports C 
alors à ce qu'il fallait démontre\- : et la pre 
applications de la proposition st^ est intéres 
montre que la division de rapports n'exige 1 
propositions particulières. 

La proposition 25 dit qne, si c^iaatre quant 
lionnelles, lasomme de la plvxs grande cl de 
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supérieure à la somme des deux autres : on le démontre 
au moyen de 19. Un cas particulier, dont on ne parle pourlanl 
pas ici, consiste en ce que la moyenne entre deux grandeurs 
(moyenne arithmétique) est plus grande que leur moyenne 
proportionnelle (moyenne géométrique) : on le démontre 
par Talgèbre géométrique (VI, 27) et l'on en tire le diorisme 
pour les équations du second degré. 

Si, malgré son exposition géométrique, la théorie des pro- 
portions donnée dans le cinquième Livre esl parfaitement gé- 
nérale et applicable à toutes sortes de quantités, elle n'en 
avait pas moins besoin d'un complément qui, selon la méthode 
des anciens, fût géométrique. L'existence des rapports ré- 
sulte des délinitions dès que l'on a des quantités susceptibles 
deformerdes rapports, selon la définition 4; toutefois, ainsi que 
nous l'avons indiqué plus haut en passant, l'existence d'une 
quantité telle que, jointe à une quantité donnée, elle forme 
un rapport de valeur donnée, nécessite une démonstration 
que l'on effectue par construction géométrique d'une quatrième 
proportionnelle. 

Ce complément géométrique des proportions se trouve 
dans le sixième Livre, qui renferme en outre les plus impor- 
tantes applications de cette théorie à la géométrie, notam- 
ment aux figures semblables, ainsi qu'à sa combinaison avec 
l'algèbre géométrique; et le but important que l'on atteint, 
grâce à cette combinaison, est de représenter géométri- 
quement et de résoudre les équations du deuxième degré 
dans lesquelles x^ est affecté d'un coefficient : quand ce coef- 
ficient a était rationnel, les anciens savaient, il est vrai, 
comme nous l'avons vu (p. 5o), transformer l'équation en une 
autre d'inconnue axy sans coefficient du terme carré — au con- 
traire, si le coefficient est irrationnel et qu'il faille le figurer 
par un segment, l'algèbre géométrique ordinaire à deux 
dimensions devient insuftisanle. 

Considérons la proposition i, où l'on démontre que les tri- 
angles et les parallélogrammes de môme hauteur sont propor- 
tionnels \\ leurs bases : ici, la définition euclidienne et générale 
(le l'égalité des rapports trouve une excellente application ; les 
bases égales déterminant des surfaces égales, l'interprétation 



raie, sans qu'il ait ét^ n ec^^s^^^-ï i i^^ ^ 
traités modernes, d '^ .« » d^r^rrr.^^î'^^^'J,^^^ 
cas où ies quantité:, cf « «.é^e^ «at^.Tsoi 
Apres quoi, su î^-ent; l<3s r>x-o|^osîtions 2 ( 
versales parallèles dans Je ti«ion-io, et s, 
côté du iriangJo r>ai- la lig-nè cjui partag, 
opposé (bissectrice- > - i^iiis Je-s i^rorosUio 
sur les triangles sorx:it> I si I3J es r on, Jos démo 
tion d'un triangle serï^tol i^i^Ie à l'un des tri 
congruent à l'autre, et on Jos j^ent sknpUque 
à un triangle recta n^J^ ot, aiLJ:x: cieux iriangl 
est divisé par la 1ï autour* stjr- J 'J:i 3^130 tén use. 
9-i3 contiennent la clîvîsî<3n d'ijin s^^meni 
ou proportionnelles, siîrïsî cjiJici Ja conslructi 
proportionnelle ( c'ost-à — dire cJe Ja quatrièrr 
la quatrième et de la nno^'orir^o pr<yjDcyrtionneJ 
construction est la rx:iomo ofi-i'on a ciejà appy 
géométrique, à la clé toi:-n[:i în a tion du côté 

un rectangle don oé, maïs il Ta^ll^it -alors 

Irement. 

Ensuite, ce sont (i4^-^3) des jyvapasitior 
entre les surfaces des fig-ures, mais nous 
de la principale propriété sur les aires des j , 

à angles égaux : dans la démonstration 
que le rapport de triang'Ios s^inhlables 

disons aujourd'hui ost é^al au carre du ra 

côtés homologues, on ramène, pour poi/v 
avec lui-même, le rapport (^: ^) ^^^ ces ^ 
forme 6 :c, de telle sorte n^e le rapport c^ 




(.8..9) les applleations^cte^ --^^^^^^^--^^^ 

lacer les rcctangj^^ 



v-o-.y; lesappi.^c,.,.^^- îr^dénendanledej..;^ 
ralisation, précisém en t ^^^^^^^^^ rectan J' ^l>. 



tions, consiste à ----[J-ac-^ ^luelconqur^ 
grammes d un anglo ^^^^^^J^^^nce sur'> 
transformation reste san:=> j^ 

^1 
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mélrico-algébrique de ces problèmes, et nous en pourrons 
faire abstraclion pour ne parler que des rectangles. 
Alors les problèmes dont il s'agit sont les suivants : 

Sur un segment donné (a) appliquer une surf ace donnée (B) 
sous forme dUin rectangle {de hauteur x) et tel que le rec- 
tangle manquant (28), ou en trop (29), soit semblable à un 
rectangle donné {de côtés c et d). 

Les solutions sont exactement les mêmes que celles que 
nous avons déduites (p. Sy-Sg) de II, 5 et 6, pour les cas où 
les figures, manquant ou en trop, doivent être des carrés, 
excepté cependant que les carrés d'alors sont remplacés par 
des rectangles qui sont semblables au rectangle donné : la 
similitude apparaît nettement à ce qu'une seule et même 
droite est diagonale pour les deux rectangles semblables. 

Fi g. i3. 
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/; H 
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• 
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/ 
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Afin de mettre en évidence l'extension donnée à l'algèbre 
géométrique par ces propositions, nous nous servirons de la 
représentation algébrique suivante des problèmes, et des 
déplacements de figures qui les résolvent : 



B = ax ziL ~, x'^ 
d 



C \ 2 



C 

ci 



X zr. 



d [a\ 



représentation dans laquelle, par l'emploi moderne des signes. 
nous avons voulu éviter un double énoncé. Il s'agit, pour 

trouvera, de construire le rectangle -y-^i-x\ semblable 
au rectangle donné et égal à la différence ou à la somme 
des surfaces connues - ( 7 ) et B. Pour cela — B étant sup- 
posé être une figure rectiligne donnée — on se sert du pro- 
blème 25, déjà mentionné à propos des pythagoriciens : 



U THÉORIE GÊNÊBAX.E ï>E«i ^ 

Conspire „„e „,„„ „„i ,oit ^^1^'°'° r'^ 

'lonneeetsembli.Meàune autre ^ " ""«"S" 

I.epr,b,é„,..8e«,ge,corr..x>e Uloris„,e <,„e 

OU bienque la figure donnée B ^. ^ - 

'angle construit sur la moitié dô so^^"'' T P'"^ ^^^/.l 
rectangle donné crf: ce diorism" esîT^r "' "' "^ f.^1 
manière ordinaire, mais la rié^tsîfi <*djoi„i au probl^ 
précédente proposition .y âveo i« "^" «-t démontrée 
celle qui sert dans .8. Comme no u^ même transpos.tK 
Paragraphe„,cediorisme sTra îan^ À ^^«"^déjàrema, 
l'analjse qui corresnonH^ i^I sans doute directemen 
si l'on remnirrr^ exposition sj^nthétique d 

s 1 on remplace le rectangle c^ par- un carré ledinr 
alorsqu'uncarréeslplusgrand ci'un r-ectrn^l'edoàt ' 

lll'av^s d^"'"^-^^'^"^'"* ^"* ciéo<:u,:SSem: 
nous 1 avons deja noté, du Livro X^, ^S ) 

I^a proposition 3o traite do la division d'un se 
moyenne et extrême raison i la oonstruclion a déj 
queeunefois(IÏ,,,,p. 4^), ol: s'ai3i3«y^it alors s 
même construction s'appuie onooro sui- Ja pronosif 
qui est une généralisation do II, e. La raison pc 
*-ucJide se répète est la mémo quo pour la cons 
moyennes proportionnelles; à savoir, c|ue ce pr 
cette fois, grâce à la ihéorio dos proportions 
exprimé qu'auparavant. 

La proposition 3i comprorid l'ox tension du 
1 ythagore à des figures senGit>lal3l os cjiieleonques 

sur les pAfi^c rl'.iv. .«: i_ ^ -a ^ ^ ,l^^l,,o, ^^ 



semblable. 

l>ans la proposition 33, la dorniore du Liv^ 
que les angles au centre, ou insori^s clans un 
portionnels aux arcs corresporidar^t^s. 

Gommeonlevoit,donc, lo oinquiio me elles 
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tiennent les principes nécessaires à un traitement exact et 
parfaitement général, par Ja tliéorie des proportions jointe à 
Talgèbre géométrique, de problèmes qui, dans notre algèbre, 
dépendent d'équations du premier et du second degré. Les 
autres travaux conservés nous prouvent bien que l'on a réelle- 
ment utilisé ces principes, en particulier le traitement géomé- 
trico-algébrique des sections coniques d'Apollonius, de même 
que de fort nombreuses questions qui nous furent conservées 
par Pappus; il y avait même une préparation expresse à toute 
cette besogne algébrique : il e-st aisé de s'en apercevoir à 
diverses propositions des Data d'Euclide énonçant une foule 
de problèmes de cette espèce, dans les formes dont nous 
avons parlé, et dont on jugea utile de pouvoir considérer 
la solution comme si bien connue, pendant la continuation 
des recherches d'analyse, que l'on put se contenter d'y ra- 
mener simplement les nouveaux problèmes. 

Ce que nous exprimerions par une équation du premier 
degré à coefficients quelconques, les Data, pour avoir une 
forme valable, en général, l'expriment par une proportion. 
Pour ne donner qu'un exemple, entre cent, la proposition i5 
des Data dit que : si Ton ajoute des quantités données à deux 
quantités qui sont dans un rapport donné, ou bien les sommes 
elles-mêmes sont dans le rapport donné, ou bien le surplus 
de l'une, excédant une quantité donnée (*), est avec l'autre 
dans le rapport donné. 

Cela équivaut à déterminer x par la proportion 

(a -4- m — x) \ {b -\- n) zzz a ', h , 

La preniière des alternatives mentionnées exprime que x 
peut être nul, à savoir si 

On évite, d'ailleurs, un x négatif en remplaçant l'équation 
par la suivante : 

(a-{- ni)'.{b -{- n — .r ) = a : 6. 



(') A savoir or, donnée, non pas comme hypothèse, mais en vertu de la 
construction à faire d'après la démonstration do la proposition. Nous dirions 
plutôt aujourd'hui : que l'on peut déterminer, (P. T.) 






Nous avons ^'^^J^^^^^iè/nes %«,e„t .,3 ^. 

renferment des I'^t' « ''''ectf^r^l ' '^^ 

applications de «"''^^^^„^',. ''^'^'"«"«^ -«c 

Connne types de P,';^^j^'"'o«, ^,„^^^ 



notion de proi^/èx«es ^ui depe,^^J"''J^r\' . ^« 
lions du second degré, «o««„,,^ ^-jPj^; p'^oV'S' 
si deux seg-inents comprennent, sous un 

av.. 1 .«-«M m » M-^ a-k _7 



tions du second cZe^ré, "^^nions ici les r> 
si deux segrinents ^^^/^^^^^^eyu, sous un ar 
parallélogramme de ê"^'^ ^^ de ur donnée, ot si I 
différence des carrés (construits) sur cos sogrxrie 
'es segmenfs sont iiussi donnés. En a'avitr-os t 
naissait (sous forme géométrique) les solution. 



jrj^ — - ^^ ^.2 H— ,^2 ^^ 



*7. — Grandeurs commensurables et leur traitem 

septième-neuvième Livre d'Euclide 

Dans le septième Livre^, Euclicle introduit 
laquelle on exprime en rhorf^hres eizùters les gra 
mesure: il traite ensuite, dans ce I.ivre et les < 
des nombres entiers, de leurs rapports et au 
entre eux. Pour les nomh>res entiers, ce Lj^^^^ 
pioposilions sur les proportions, proposition.* 
quième Livre a déjà démontrées en toute grcn 
il faut dire aussi que la théorie générale de 
-^u cinquième Livre était assez ^"^^^^^^^^ Zl^rZl 
'était point encore sufrisarx^ment ^^^^^^^^^^^ 
tablir tout ce rurf^ll^ c-ml^rasse dans «- • 



"cidii poini encore sul tisairi»^-^' ^^^^1 

établir tout ce qu'elle oml^rasse ^^^\^^^^^^^,,^ 
cette théorie des proportions "^^^^^^^ Jument, dans 
Livre selon Tanciea mode ^^^^ ^'/^'^^,^,es des rapr 
lient aucun compte de co ci^es i<^î=' 

être incommensurables. .^ pouvait laiss 

La raison pour laquelle on J^ ..^s entre i 

plement de côté la tUéox-i<3 ^*^^^ lUéorie plus g 
tiers, comme impliquées dans ^ ^ ^^ fallait cons 
exposée, c'est que, pour ^^^,^ ^J générale, nol 
chose que ne le fait la ^*^^^^ sVmpUricaiion ^ 
questions de divisibilité ^^ ,^^|^^ixient àce tali c\ 
numériques : on le voit itnncxe 
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nombres, Euclide donne miiq définition nouvelle de la piopor- 

Cl (J 

tionnalilé, la définition 20. Suivant cette définition, - :=iz -^^ 

Cl 

lorsque a et c sont, soit les mêmes multiples, ou la même parti e 
aliquote, soit les mêmes parties aliquotesde h et de dy c'est— 

à-dire si, en même temps, a = /n — et c^:^m —\ sans doute, 

n /^ 

en ce qui concerne Tégalité des rapports, celte définition no 

renferme rien d'autre que ce qu'impliquait déjà la cinquième 

définition du cinquième Livre, mais on verra bientôt que, 

selon la manière dont on l'utilise, elle introduit cependant 

une hypothèse qui n'est pas sans importance. 

Les propositions i et 3 établissent et démontrent les règles 
connues pour la détermination de la plus grande commune 
mesure : il y est démontré — directement — qu'on obtient 
une commune mesure, et — antithéliquement — qu'on ob- 
tient la plus grande. 

4 établit que, a ^\ b étant des nombres entiers, et / 
leur plus grande commune mesure, on peut toujours écrire 

a ■=. mf, b^= nf et, par suite, a^ni - \ si a <.b^ alors m ^ i , 

/z>i. D'après cela, m et n sont des nombres premiers 
entre eux ; et si, maintenant, s'appuyant sur cette dé- 
termination, on cherche à vérifier selon la définition 20 

CL C 

que j --= -^1 on introduit alors l'hypothèse que, si tel est le cas, 

le dernier facteur — > de c = m -, est un nombre entier — donc 

n n 

que *, s'il divise un produit me? et qu'il soit premier avec l'un 
des facteurs m, doit diviser l'autre facteur d. 

Cette proposition fondamentale de la théorie des nombres 
est donc déjà comprise dans les hypothèses, et il n'importe 
guère, au point de vue théorique, qu'Eucfide ait basé plus tard 
sur ces hypothèses plusieurs des propositions qu'implique 
la précédente; ainsi, dans 3o, lorsqu'on dit qu'un nombre 
premier qui divise un produit doit aussi diviser l'un des fac- 
teurs de ce produit. Les hypothèses en question sont employées 

Cl c 

notamment dans la proposition 20 : si ^ = -^ et si c et d sont 




GRANDEURS CO^f^ï £:J>i':S CJ R>^^ I^IES EX LEUR I'W^a 

aussi petits quo ï3 os sil3J^, <::? ciî vise a et <:^w- 
proposition est i nn j3 o r* f stri t ^ P^^"*"^^ dor^ion '^^ ' 
on parvient à la j3i*<3X30sî tîor:i 3o. ^^ 

Comme on le sait, otrk so sort, dans la <iémoast 
rème fondamental oit^, d^ ootto circonstance ç^/^* 
miers entre eux. A- ost 1& i>lus grr-and comriîuij ^yy^y^'^ 
— proposition qu'EiaoIido no fait point entrer danc 
découle des règles do do t ox-m i na tion du pius gr^j^^^ 
Ce qui manque, dans Eluolicio, o'ost une démonstratù 

la transformation, door-i to dans 4, <ie a en m -^ es 
pour laquelle /72 et ^ soîont promiers entre eux. 

De ce que nous venons de dire, il résr 
quTuciide ne donne I> a s ^ la théorie des r 
une base aussi profonde cju'a la Géométrie et 

j ' '«*^i.r^<= ^-*4^ ri t^inues ; mais iesoin 

grandeurs générales c^c^ »^ *-* , ,- ; u 

ailleurs, à exposer ^.t. à établir- Ja nombreuse 

■ ,^ .^^-^ rf=*«5Si to, en Arilnmetic 

qu'il voyait bxer. la "^,*tf%i3«U usage des op 

irailemenl exact , et *^" ^^ tant d'applicat 

théorie desquelles xl *^^*: g. n'ont point eu j 

les trois Livres a^-it*^"*^ "jj^portance fondamt 

pour laMathématxclue une partie des suivi 

les Livres anté rie ur-s, e ^^^iques remarque 

contenterons-nous ici a j^^p contenu. 

breuses sur le restant- de ^^ septième Livre 

La théorie des f ^F»P*^^,,^'positions générales 

cipe qu'un exposé clés 1^* ^^^jcul des fractio 

tantes employées dans ^^^^^ns f^** P^"'" '^ <= 

trairement à ce a"® "^^"oorts sous forme de l 

avons-nous écrit les ^'^J^^ues, <!"« traitent k 

Les proportions corx ^^^^^^ nous l'avons d 

neuvième Livre, sont, c^ ^onnétriques, mai 

antique des progressio ^ ^^^ rapports em. 

avec des termes e»*-^^' une telle série Hg 

indices différents «^^" Naissances des nombre 

antique des diverses t»"j^„s sur les rac 

r *•* r-^r-taines p«^^l^ __ ^rnovennes propc 
fractions. Gert ai x**^ i- tion <i^ ncK-'j' ^ «^ 

sullat d'une intercaiî^ 



z. 
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Les propositions les plus importantes qui aient été obte- 
nues, pour la théorie des noaibres, sont les propositions 20 
et 36 du neuvième Livre : la première démontre Tinfinilé de 
la suite des nombres premiers par ce fait que le produit de 
tous les premiers nombres premiers -h i, ou bien est un 
nombre premier supérieur, ou bien encore contient en facteur 
un nombre premier supérieur; la deuxième annonce que le 
produit (i -h 2 -h 2* -h. . .-h 2") 2'*, si le premier facteur est un 
nombre premier, constitue un nombre « parfait », c'est-à-dire 
tel qu'il soit égal à la somme de ses parties aliquotes (p. 28), ce 
dont il est facile de démontrer la justesse, puisque — comme 
nous l'avons déjà dit (p. 120) — la proposition 35 nous donne la 
sommation, nécessaire adhoc^ des progressions géométriques. 

18. — Grandeurs incommensurables; dixième Livre d'Euclide. 

Si, à propos du dixième Livre des Éléments^ le plus étendu, 
nous n'entrons guère dans le détail, ce n'est pas que le tra- 
vail qui y est consigné — travail commencé par Théétète et 
y achevé par Euclide — ait trop peu d'importance pour mériter 
notre pleine attention : au contraire, en dépit de l'exécution 
soignée de ce Livre, la difficulté que l'on rencontre quand on 
veut, d'un coup d'oeil, en embrasser le contenu, provient de la 
tâche pénible qui consiste à distinguer, sans aucun système de 
signes, entre les grandeurs irrationnelles qui s'y trouvent 
classées. 

Aussi, bien que les classifications en question soient em- 
ployées ensuite pendant longtemps, ce Livre, toutefois, ne put 
acquérir une importance historique aussi durable que tant 
d'autres parties de l'œuvre d'Euclide, et Ja raison en est que, 
par la suite, le langage des symboles, même aux premiers 
f stades de son développement, va procurer un aperçu beau- 
coup plus simple des différentes espèces de quantités irration- 
nelles; et, nous-mêmes, nous contenterons de donner ici, à 
l'aide des symboles modernes, une idée de ce que sont les gra n- 
deurs classées dans ce Livre, sans nous préocuper des dénomi- 
nations au moyen desquelles Euclide en fait la classification. 

Pour ce qui est de ces dénominations — afin d'éviter toute 
méprise aux lecteurs du texte même d'Euclide — je ferai 



irfCOMMBTfSVRABlSs, 

au and il parle d 



*^,„er que, quand il parle o 
(seulement rema«~<^I'-' „£,s uniquement celle 

tionnelles, il "'^" *f"," „if^, mais encore ce»es 
mensurables avec ^ " ^or-ession, «jui « sont C( 
le sont ou, selon «"^".f^^-t^. ^w reste, EucHc/e 
/ en puissance » ^^^^ J,, sens cjuil a dans les U 
ici le terme d'-^'^^'^'^'^.^^s «^«'^ "^'"^ dé^siê-nonsa 
àlathéoriedes "^'T^^I^J^e, considérée comme 
tité choisie ar-bitra.rex«en .^^ ^éme roie qu un< 

.rabiii^^ Î^.T^Sni, tandis ^"«ffes^e 



rationnelles et, ootatx--' jeurs /"-.^»"«^ .. ^„.,-^ - . 

tangles. Les formes '^^/^-J,., ^uacr.èmes de_qa,nutés r,^^^ 
plus loin sont des r-c' ^^ forme p±VP - 1, K^NT^^ * 

nelles, des expressions j„es carrées de ces express/^jn^"'^ 

v/«±v^-6, ainsi que l^vf^ '««"^ ^^ ''.^"'''"' ^"' ™ «^en,.'?^ 
plus exactement, «oWi^ je ces racines carrées en son,^^^ 
certaines transfortnaf^^^^es de ces dernières se détermin^J 
ou en différences : 1®^ *> 
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alors au moyen d'équalions de la forme ;r*H- j' = a, ^x= 6, 
dans lesquelles a et Z> eux-mêmes ont déjà une forme donnée. 
En dehors des définitions des différentes classes de gran- 
deurs irrationnelles, le travail qu'Euclide exécute ici consiste 
principalement en démonstrations propres à établir que les 
quantités formées sont irrationnelles et, en général, diffé- 
rentes les unes des autres; au reste, ce dernier point comporte 
la nécessité de faire ressortir expressément les cas particuliers 
pour lesquels une expression de l'une des formes peut se 
réduire à une forme plus simple, ou être composée d'expres- 
sions de formes plus simples : et, de cette façon, la transfor- 
mation connue de l'expression doublement irrationnelle 



>Jp±s/p'-g' 



en une irrationnelle plus simple appartient à cette catégorie. 

Cette transformation est respectivement effectuée, 54 et 91, 

pour les signes H- et — ; on l'emploie ensuite, dans 67 et 94, 

pour transformer l'expression \p±^p^— g, dans le cas où 
g n'est pas un carré, en 



C'est à cette forme que conduisent les équations des pro- 
positions 39 et 76, dont le but est d'établir l'existence des 
irrationnelles, dites majeure et moindre; et les opérations 
au moyen desquelles on effectue ces transformations, ou 
d'autres semblables, sont représentées, sous la forme de 
l'Algèbre géométrique, mais, au fond, ce sont les mêmes 
qu'on exprimerait aujourd'hui en langage algébrique et que 
l'on emploierait à résoudre les équations correspondantes. 

19. — Éléments de Stéréométrie; polyèdres réguliers; 
onzième et treizième Livre d'Euclide. 

Tout en faisant preuve, dans son dixième Livre, d'une très 
profonde habileté d'algébriste lorsqu'il traite des problèmes 
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on construit un triangle que Ton inscrit dans un cercle; le centre 
de ce cercle est alors la projection du sommet trièdre cherché. 
La possibilité de cette construction est démontrée soigneu- 
sement, à condition toutefois que les faces satisfassent aux 
conditions posées dans les propositions 20 ,et 21 : et voilà bien 
rendu évident le fait que ces conditions sont suffisantes. 

Le reste du Livre traite notamment des parallélépipèdes, 
des rapports entre leurs grandeurs, et se termine par la déter- 
mination du volume d'un prisme triangulaire; d'ailleurs, les 
démonstrations de volume souffrent de la lacune que présen- 
tent les hypothèses géométriques sur les grandeurs stéréo- 
métriques, et dont nous avons parlé plus haut, page 106. 

Le douzième Livre contient, entre autres, la détermination 
du volume d'une pyramide : nous aurons l'occasion d'en 
parler plus amplement, en même temps que des autres dé- 
terminations obtenues dans ce même Livre au moyen de la 
démonstration par exhaustion. 

Le reste de la Stéréométrie se trouve dans le Livre sui- 
vant, XIII, qui comprend la détermination des cinq polyèdres 
réguliers ainsi que celle de la grandeur de leurs arêtes, étant 
donné le diamètre de la sphère circonscrite : pour cela, 
quelques lemmes géométrico-algébriques sont indispensables, 
tout comme une détermination des côtés des polygones régu- 
liers plus complète que celle qui fut fournie, dès le quatrième 
Livre, par la construction des polygones. 

Les premières propositions s'expriment, en Algèbre mo- 
derne, de la manière suivante : si ^ et 7 sont les sections d'un 
segment a divisé en moyenne et extrême raison, et que 
l'on suppose ^>/, alors 
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d'où l'on conclut, dans (6), que ^ etj appartiennent à cette 
espèce d'irrationnelles qui devaient prendre le nom d*apo- 
tomes dans le dixième Livre. 
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liers existent réellement; ce à quoi la proposition finale du 
Livre ajoute une démonstration établissant qu'ils sont les seuls 
possibles. 

La plupart des éditions d*Euclide comprennent encore un 
livre, dit quatorzièmCy qu'il faut attribuer à un mathéma- 
ticien un peu plus récent, Hypsiclès, et un quinzième Livre 
qui est certainement beaucoup moins ancien; on en fait, 
d'aiJleurs, les appendices de fœuvre d'Euclide parce que, 
comme le dernier Livre d'Euclide, ils traitent des polyèdres 
réguliers. 

Le Livre d'Hypsiclès constitue effectivement un progrès 
dans l'étude de ce sujet : comme exemple des propositions 
qu'il contient, nous pouvons citer celle qui dit que les 
cercles circonscrits aux faces d'un icosaèdre et d'un dodé- 
caèdre réguliers sont d'égale grandeur, à condition que les 
deux polyèdres soient inscrits dans la même sphère. En tant 
que monographie, ce Livre n'appartient plus, à proprement 
parler, aux ^/eme/1/5, mais c'est un joli type des investigations 
dont s'occupaient les mathématiciens de l'époque alexan- 
drine et, d'après son avant-propos, il forme la continuation 
de recherches semblables qui remontaient au grand géo- 
mètre Apollonius. 

A ces œuvres sur les polyèdres réguliers, rattachons en- 
core un autre travail qui traite d'un sujet voisin, à savoir la 
détermination par Archimède des polyèdres semi-réguliers, 
c'est-à-dire de ceux qui sont limités par des polygones régu- 
liers de différentes espèces : dans un ouvrage perdu, mais 
dont Pappus nous rend compte, Archimède trouva qu'il 
existait treize solides de cette nature. 

20. — Démonstration par exhaustion; douzième Livre d'Euclide. 

Dans la détermination exacte des quantités qui intervien-l 
nent comme valeurs limites pour une approximation indéfinie, 
Eudoxe avait appliqué essentiellement les mêmes moyens que 
ceux qui lui servaient, dans la théorie des proportions, à 
traiter exactement les grandeurs qu'on ne peut déterminer . 
qu'approximativement à l'aide de rapports numériques ration- 
nels : et la méthode qu'il inventa, afin d'établir sûrement ces 
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valeurs limites sans recourir à l'idée d'infini, mise alors au 
ban par les mathémaliciens, présente des formes si précises ^ 
qu'elle mérite vraiment un nom particulier, qui lui fut 
donné au xvii® siècle; nous l'appellerons Démonstration 
par exhaustion. Celte démonstration repose sur l'hypothèse, 
établie dans la quatrième définition du cinquième Livre ou, 
plus directement, sur la proposition i du dixième Livre, tirée 
elle-même de cette hypothèse, à savoir qu'en enlevant la 
moitié d'une grandeur, ou plus de la moitié, et en répétant 
celte opération un nombre suffisant de fois, on peut arriver 
en fin de compte à une quantité plus petite que n'importe 
quelle grandeur, donnée à l'avance et de même espèce : en 
notre langage moderne 

Lim a. (3. /,...= 0, si «> i^, /, . . . ^ J* 

Étudions la démonstration par exhaustion dans sa première ^ 
application chez Euclide, qui (Liv. XII, 2) s'en sert pour 
établir que les surfaces de deux cercles sont proportionnelles 
aux carrés de leurs diamèlres : la proposition précédente, i, 
démontre que des polygones semblables inscrits sont propor- 
tionnels aux carrés de leurs diamètres, et l'on peut alors dire, 
brièvement, que la démonstration de 2 consiste à considérer 
les cercles comme limites de ces polygones. 

La validité de ce passage à la limite est garantie par la dé- 
monstration par exhaustion, et l'application à cet effet de X, i, 
qui n'intervient que dans la démonstration même, a pour but 
d'établir, dans ce cas, que Ton peut inscrire dans un cercle 
un polygone ayant un nombre de côtés tel que la différence 
entre le cercle et lui soit inférieure à n'importe quelle limite 
donnée : en effet, par une duplication du nombre des côtés 
du polygone, les triangles que l'on inscrit dans les seg- 
ments de cercle qui constituent cette différence ont pour 
grandeur la moitié de rectangles qui comprennent ces seg- 
ments et, par conséquent, sont eux-mêmes plus grands que 
la moitié des segments. 

Pour démontrer, maintenant, A et B élant les cercles, 
a et b leurs rayons, que 

A : B =: a^ : 6% 
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on admet que 

et, pour vérifier si C < B est alors possible, on inscrit, dans 
A et B, des polygones réguliers semblables, A', B', ayant 
assez de côtés pour que B — B'<B— C, donc B' > C. On 
devrait avoir alors 

a^: ^^-=rA: C = A':B'; 

ce qui est impossible, car A>A', mais C<B'; le cas où 
C> B se ramène au précédent, puisque de C > B on pourrait 
déduire que 

6'-:a2 — C: A = B : I), 

où 

IXA. 

Il est clair que, les quantités variables A' et B' ayant les 
valeurs limites A et B, et le rapport A' : B' ayant une valeur 
constante, la même démonstration peut toujours servir à 
montrer que le rapport A : B possède la même valeur; si, en 
particulier, A' = B', on a A = B. Toutefois, les anciens n'éta- 
blissent pas cette proposition une fois pour toutes, comme 
on le ferait dans la théorie moderne de l'infini, car cela revien- 
drait à vouloir expliquer des notions de même nature que l'ap- 
l)roximation infinitésimale, et par suite à les admettre, ce 
qu'ils ne font pas; ils se contentent, tant Euclide que plus 
tard Archimède, de répéter les mêmes formes de démonstra- 
tion dans chaque cas particulier où s'en présente l'occa- 
sion. 

Dès la proposition 5, dans laquelle il est établi que deux pyra- 
mides triangulaires de même hauteur sont proportionnelles 
aux surfaces de leurs bases, Euclide trouve une occasion de ré- 
péter la démonstration citée, après avoir démontré dans 3 et 4 
que les hypothèses nécessaires pour qu'elle soit applicable exis- 
tent bien réellement. Il procède alors de la manière suivante : 
au moyen des plans EFG, EGIH, et EHK passant par les milieux 
de 3 ou de 4 arêtes, il décompose, comme dans la figure sui- 
vante, une pyramide triangulaire en deux pyramides qui lui 
soient semblables, de dimensions linéaires moitié moindres, 
et en deux prismes égaux entre eux; chaque prisme a la même 
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hauteur et la même surface de base que l'une des petites pyra- 
mides, ce qui se déduit des propositions du Livre précédent. 




Si l'on divise maintenant chacune des petites pyramides de 

la même manière, etque l'on continue de la sorte, on obtiendra 

comme valeurs approximatives de la pyramide la somme des 

2 premiers prismes, des 4 suivants, des 8 suivants, et ainsi de 

suite. Chaque fois, d'ailleurs, que l'on passe à une nouvelle 

' approximation, on voit que les prismes enlevés à la pyra-^ 

( mide équivalent à plus de la moitié : en effet, les deux 

I petites pyramides, produites par la division d'une pyramide 

, primitive, sont plus petites que les deux prismes, puis- 

' qu'on peut les disposer de manière à ne constituer que des 

parties de ceux-ci. 

Si, maintenant, on a deux pyramides, A et B, de même 
hauteur, et qu'on se serve comme valeurs approximatives de 
ces pyramides des sommes de prismes A' et B', obtenues en 
poussant également loin la division des deux pyramides, il ne 
s'agit plus (4) que de montrer que A' : B' est égal au rap- 
port entre les surfaces de bases (F et G). Désignons, pour 
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les deux pyramides, les sommes des deux premiers prismes 
par iii et t^j, les sommes des 4 prismes, issus de la division sui- 
vante par Wj el ^29 celles des 8 suivants par u^ et ç^a, etc., 
nous parviendrons au résultat désiré en démontrant que 

F : G = wi : Ti = U2 : (^2 = «3 : (^3 . . . = A' : B'; 

et la démonstration par exhaustion donne alors (dans 5) : 

A :B = F:G. 

La signification du procédé que nous employons ici apparaît, 
surtout, si Ton remarque que la proposition 3 donne les 
conditions qui assurent, d'après X, i, que 

A = Wj -f- U2 -h ^/3 H- . . . etc., jusqu'à l'infini, 

considération qui fait immédiatement naître l'envie d'étudier 
plus complètement la série convergente. 

On voit sans difficulté — ce dont Euclide même s'est servi 
en partie, Liv. XII, 4, — que chacun des deux prismes égaux, 
dans Wi, est semblable à deux des 4 prismes égaux dans «2» etc., 
d'où il résulte 

U2 = 4; Wi, W3 =:: ^ W2, . . . , 

OU bien 

A = Wi[H-l--h (1)2 + ...] = A ;^jr=lf/o, 

«0 désignant un prisme de même hauteur el de même surface 
de base que la pyramide P. A l'appui, cependant, de la jus- 
tesse de cette proposition, il est facile de donner une démon- 
stration par exhaustion. 

Sans doute, Euclide n'emploie pas ce procédé. Si, néan- 
moins, nous avons jugé bon de le donner en cet endroit, où 
nous cherchons à connaître,'non pas seulement les méthodes 
d'Euclide, mais en général celles des anciens, c'est qu'Archi- 
mède, en réalité et comme nous le dirons bientôt, emploie 
absolument la m,éme som,mation d'une série infinie pour 
trouver la surface d'un segment de parabole. 

Au lieu de cette sommation, dans la proposition 7 Euclide 
utilise la division connue d'un prisme triangulaire en trois 
pyramides pour trouver le volume de la pyramide trian- 
gulaire : et il est fort inutile de nous arrêter à la transition 
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aux pyramides à base polygonale, non plus qu'à la transition des 
prismes et des pyramides aux cylindres et aux cônes, transi- 
lion qui s'effectue naturellement à l'aide de la démonstration 
par exhaustion. 

La démonstration qui établit, dans i8, que deux sphères 
sont proportionnelles aux cubes des niyons est cependant 
plus difficile, car il est impossible, ici, de former des valeurs 
approximatives aussi simples que pour les surfaces circu- 
laires; aussi, comme préliminaire à cette démonstration, 
Eaclide résout-il (17) le problème suivant : Inscrire, dans 
une sphère donnée, un polyèdre qui enferme entièrement 
une autre sphère donnée, concentrique et plus petite. Celte 
question peut se résoudre de la manière suivante : dans 
un grand cercle de la plus grande sphère (appelons ce 
cercle équaleur) on inscrit un polygone régulier d'un 
nombre pair de côtés (2/1), de telle sorte qu'il enferme 
le grand cercle de la sphère la plus petite et situé dans le 
même plan; on inscrit alors dans l'équateur de la grande 
sphère un polygone régulier d'un nombre double de côtés 
(4^), puis, par les sommets de ce polygone et par le pôle de 
réqualeur, on construit de nouveaux grands cercles (méri- 
diens) que Ton divise, à partir du point d'intersection avec 
l'équateur, en autant de parties (4^) qu'en a Téquateur. Les 
points de division seront alors les sommets du polyèdre 
cherché, dont les surfaces latérales sont des trapèzes et des 
triangles, ces derniers étant situés autour des pôles. 

Il résulte nettement de la démonstration complète d'Eu- 
clide qu'il ait voulu donner cette solution, encore que dans 
le texte actuel ce ne soit pas elle qui précède sa démon- 
stration, mais bien une autre solution, d'ailleurs erronée* 

Sans doute, ici, l'on n'est point en présence d'une série de 
valeurs approximatives pour les sphères, mais, toutefois, la 
démonstration par exhaustion y peut être employée comme 
précédemment : en effet, si A et B sont les sphères données, 
a eib leurs rayons, et que C soit une sphère concentrique à B 
déterminée par l'équation A : C = a' : è% on peut, si C < B, 
inscrire dans B un polyèdre B', enfermant entièrement C, et 
dans A un polyèdre A', semblable à B^ Ces polyèdres sont 
alors employés de la même manière que les quantités que 
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nous avons désignées par A' et B' dans la dénionslralion par 
exhaustion donnée plus haut. 
[^ Pour niettre cependant en pleine lumière la valeur logique 
delà démonstration par exhaustion, il serait ulile de la com- 
parer aux procédés modernes. Bien que les anciens évitent 
absolument des expressions telles que « valeur limile d'ap- 
proximation infinie », la démonstration par exhaustion n'en 
détermine pas moins, en réalité, comme nous l'avons dit, ces 
valeurs mêmes; et c'est précisément la notion rigoureuse de 
limite qui gît à la base de tout le procédé, puisque l'on désire 
pouvoir pousser l'approximation (finie) jusqu'à ce que l'écart 
entre la valeur approchée et la valeur limite soit inférieur à 
toute grandeur donnée. 

La démonstration par exhaustion est donc une démonstra- 
tion exacte, antithétique, de Vunivocilé de ce mode de dé- 
termination, ou de ce fait que deux quantités, qui sont 
ainsi limites des mêmes valeurs approximatives, sont égales : 
elle est, par cela même^ l'un des termes nécessaires de toute 
recherche infinitésimale complète, et un terme tel que, 
A chaque fois qu'il y a démonstration par exhaustion, on peut 
' dire qu'on a affaire à une investigation infinitésimale, à 
' savoir celle qui conduit au résultat dont la justesse sera pos- 
■ térieurement démontrée. 

,^ Les recherches infinitésimales qu'on trouve chez les an- 
' ciens auteurs, là où ils se sont servis de la démonstration 
1 par exhaustion, peuvent d'ailleurs se ramener à certaines 
méthodes infinitésimales employées encore aujourd'hui : 
ainsi peut-on dire que non seulement les pyramides, dans 
Euclide, XII, 5, et le segment de parabole dans Archimède, 
mais encore les cercles, dans la proposition XII, 2, sont tous 
déterminés à l'aide de séries convergentes, et aussi qu'Archi- 
mède, nous le verrons, recourt aux mêmes sommes de quan- 
tités «infiniment petites, et en nombre infini, actuellement 
nommées intégrales dé/inies. l^a démonstration par exhaustion 
rend rigoureuse l'application exacte de ces procédés, mais 
les anciens, du moins dans ceux de leurs écrits qui nous sont 
parvenus, s'attachent tellement à assurer cette rigueur, dans 
J chaque cas particulier, qu'il ne leur reste plus de place pour 
développer, au delà du besoin momentané, les méthodes dont 
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ils se servent pour trouver leurs résultats, — non plus que 
pour en créer de nouvelles. 

Lorsque, au xvn*' siècle, on se remit aux recherches infinité- 
simales, notamment en s'attachant à Tétude d'Archimède, il 
s'agissait, d'abord et surtout, de comprendre, non seulement 
comment il établit ses résultats, mais, en outre, de voir au 
moyen de quel processus il les avait découverts et comment on 
pouvait soi-même en trouver de nouveaux; c'est à cette fin 
que les méthodes allaient donc être développées. Néanmoins, 
la plupart du temps, on continua d'assurer les résultats acquis 
peu à peu, soit en répétant l'application de la démonstra- 
tion par exhaustion, soit, du moins, de leur donner crédit 
en faisant remarquer que celte démonstration leur serait appli- 
cable : c'est ainsi, par exemple, que procédait Fermât, et l'on 
continua même encore lorsque le calcul différentiel et inté- 
gral eut été fondé par Newton et Leibnitz. 

En revanche, quand on se fut lentement habitué à se servir 
d'une telle méthode, qui fournissait des résultats nouveaux, 
et que l'on fut devenu routinier dans le maniement des 
infiniment petits, on en vint souvent à négliger les pré- 
cautions logiques et la confirmation de certitude que la 
démonstration par exhaustion avait pour but de donner : on 
envisagea les quantités infiniment petites comme suffisam- 
ment définies par leur nom seul et, parfois même, on allait 
jusqu'à considérer une grandeur comme définie par une série 
infinie, sans s'être même assuré de sa convergence. 

Au xix« siècle, seulement, on est tout à fait revenu aux exi- 
gences d'exactitude auxquelles satisfaisaient les anciens grâce 
à la démonstration par exhaustion, et l'on y parvient en établis- 
sant précisément l'existence des valeurs limites par des dé- 
monstrations qui, au fond, coïncident avec cette même démon- 
stration par exhaustion. Seulement, à présent, cette dernière 
démonstration se fait, comme nous l'avons déjà indiqué lors 
de sa première application, une fois pour toutes^ ou bien 
n'est employée que dans l'établissement de notions aussi géné- 
rales que le sont la somme d'une série infinie, ou d'une inté- 
grale définie, tandis que, dans l'antiquité, on la répétait à ^ 
propos de chaque application particulière. 
Il reste, toutefois, entre le traitement de ces questions 
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dans Tantiquité et à présent, une différence de forme assez 
importante qui, sans doute, laisse intacte la stricte rigueur 
des conclusions, mais provient des points distincts d'où l'on 

f est parti. Cette différence s'est déjà fait jour lorsqu'il a été 

/ question, en général, de lajcontinuité des grandeurs, conti- 
nuité dont l'existence était directement supposée par les 
anciens dans les quatre premiers Livres d'Euclide pour 
les grandeurs géométriquement représentées, et ce n'est 
qu'après, au cinquième Livre, qu'on introduit les procédés 
arithmétiques dont on peut également se servir pour compa- 
rer les quantités non commensurables; maintenant, au con- 
traire, c'est cette détermination arithmétique elle-même des 
grandeurs qui tient le premier rang, pour ne l'appliquer 
qu'ultérieurement à des quantités plus empiriques et aux 
variables continues. 
1^ Aujourd'hui l'on part souvent du procédé d'approxima- 
tion arithmétique convergente, à l'aide duquel on déter- 
mine la surface d'une figure plane, par exemple d'un cercle, 
ou un volume, par exemple celui d'une pyramide, et on l'em- 
ploie pour définir la surface ou le volume; au contraire,-^ 

ries anciens considéraient la surface plane et le volume 
comme définis par les axiomes généraux sur les gran- 
deurs que nous avons déjà appris à connaître dans le premier 
Livre d'Euclide; et, ainsi, celte proposition que le cercle 
est plus grand que tout polygone inscrit et plus petit que 
tout polygone circonscrit était une conséquence directe du 

(^huitième axiome. Des axiomes du premier Livre on déduisait 
les procédés d'approximation qui servaient alors aux déter- 
minations, et qui sont maintenant employés aux définitions. 
Où il y a toutefois accord complet, c'est en ceci que, dès ce 
temps-là, tout comme à présent, on exigeait que la conver- 
gence de ces procédés fût démontrée en toute rigueur. 

Les axiomes généraux sur les grandeurs ne suffisent pas, 
cependant, quand il s'agit de déterminer la longueur d'une 
ligne courbe ou l'aire d'une surface courbe : aussi tient-on 
aujourd'hui pour particulièrement nécessaire de définir ces 
notions au moyen môme du procédé d'approximation par 
lequel, de fait, on détermine ces grandeurs; et l'on verra 
qu'Archimède, du moins, remarquait la difficulté à laquelle 
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courbe. Qtio 00 dVi'Gli^s conduis 
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plus que le st* ^^ ^c^nnstissance ici 

Après ^^^'f ^^'^^'^st servi pour et 
dont Arcliinn^^^ f-j^itésimsiles au hk 
déterminations ix3 ^^^ p^yurrons, dan 
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de la sorte, sans ^^'^ 
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21. — Déterminations infinitésimales cliez ArcMmède 

Les mérites extraordinaires d'Archimède sont bien m 
festes en d'autres domaines : nous les avons effleurés 
partie déjà pour y revenir plus tard, mais, toutefois, sa n ^^ 
sance créatrice nous frappe, avant tout, dans les €ni^e t^^^ 
tlons infinitésimales auxquelles Eudoxe avait déjà d ^^ /^^■■ 
fondement si âolide, et dans la théorie de l*équ£lîbr^^% ^^ 
on ne connaît avant lui aucun traitement ri^our^^' ^<>nt 
recherches lui offrent de multiples occasions d ^^^^* ^^^ 
que, outre les Mathématiques éléoientaires, il est ^ ^^^^^^i^er 
familiarisé avec la théorie des sections coniques • ^?^*^^^^^ 
risé, même, qull va jusqu'à traiter les section ^^ ^^.^^lîa- 
sur des surfaces engendrées par la révolution ^d^^^^*^^^^^ 
coniques; mais, comme nous préférons réunir 1 ^^^^^^^^ 
que nous aurons à dire de la théorie grecciu^ ^ tard ce 

coniques, nous n^us contenterons, en parla ^t -^^ ^^<^tions 
vrages d'Archimèd^, de mentionner à chaqu'^ i*^^^ ^^^ *^^" 

priétés des sections iqu'il emploie, sans nous e^ *^îs les pro- 
blement de la source dans laquelle il en puis ^?^^^^^ Préala- 

Commençons donc notre analyse des re l^ lotion. 
simales d'Archimède par le Traité Suf- /^ ^^rches infinité- 
Parabole, car ce Traité, par exception, uou •**^*^^^^^^^ ^^ ^« 
de départ de l'auteur pour aboutir au résult^ ^^^^que le point 
donna sans doute rimpulsion à des travau ^h' ^^ ^^ ^^sultat 
dans ses autres écrits. ^ ^^ ïï^ênie nature 

Archimède qualifie de mécanique la m ' v. 

il a d'abord trouvé la surface du segment uir^-^^^ ^^^ l^iquelle 
parabole et sa corde, et, cela, parce qu'il «^^ ^^^ ^^^ arc d#^ 
théorèmes des moments statiques et du -^ ^PPuie su 

triangle, théorèmes qu'il a exposés dans J^^^^^^ de gravité H 
libre des figures planes dont nous auror.^*^ Livre Sur r^ 

Sa méthode peut être indiquée bi^^ ^ Parler plu^ i^^'" 
suit : si l'on prend la corde AC (dont ^^^^^'^^ co ^^^' 

longueur par a) pour axe des abscisses ..t^^^^ ^^si^nl^^^ ^^ 
nées, le diamètre AG, passant par l'un ^^^r axe d ^^^ ^a 

la corde; si Ton désigne en outre par ^^^ ^^trém^^ ^ï'don- 
d'un point E de la parabole, par v ^ ^^ ^ les orw!'\^^ ^ <le 

^^^^^donuée Sr^^^^^ées 

^^y corres^ 
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pondant à Tabscisse x^ de la tang€ 
de la corde ; Archîmède déduit d'î 
connus sur la parabole, que, 

L'ordonnée 7i a donc, dans la pos 
ment, le même moment, par rappo 
l'ordonnée y si on la déplaçait parai 
qu'en C. Par une division de la fîgi 




parallèles à l'axe des ordoauées, et \ 
démonstration par exhaustiou c\u\ él 
ration qu'on exprimerait a présent pv 
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Archimède démontre q\ie le Tïiotnetv 
segment entier de para.l>ole tTansîèxé 
le moment du triangle À.CO dLaxi§» sîl\ 
tenant, comme la distaixic-e ^ Afi A 
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triangle ACG est Je tiers de celle du point C, il en résulte que le 
segment est le tiers du triangle ACG, ou les deux tiers du 
triangle limité par la corde et par les tangentes en Jeurs extré- 
mités. — Dans le détail de sa démonstration, Archimède ima- 
gine d'ailleurs la parabole comme suspendue à Vautre extré- 
mité d*un levier à bras égaux ayant son point d'appui en A. 
Malgré la rigueur de cette démonstration, Archimède y 
joint cependant encore une démonstration géométrique 
particulièrement élégante. Soient AEBFC le segment, et BD 
le diamètre qui partage en deux la corde AC : on inscrit 
d'abord le triangle ABC dans le segment donné, puis les 

Fig. i6. 




triangles AEB et BFC dans les segments formés, des tri- 
angles correspondants dans les nouveaux segments, etc.; on 
trouve facilement alors que chaque élément (comme AEB) 
d'une nouvelle série de triangles est égal à \ d'un triangle 
(tel ABC) de la série précédente, et comme il y a dans chaque 
série nouvelle un nombre de triangles double de celui des 
triangles de la série antérieure, on obtient 

Segment ABC z= [i 4- i 4- {{y -h. . .] AABC = i A ABC. 

La démonstration se fait ici par exhaustion, ainsi que nous 
l'avons indiqué à propos du douzième Livre d'Euclide. 

Tandis que, chez Archimède, la quadrature géométrique de 
la parabole repose en fait sur la sommation d'une série infinie, 
nous avons employé de notre côté, dans la reproduction de sa 
démonstration mécanique, les signes d'intégrales pour dé- 
signer une décomposition en portions qui diminuent simul- 
tanément à l'infini. Cependant, en toute précision, on ne 



saurait don nex- mc^i le nom ciV^/^^^^,. 
mède; cai- il sert:, au^ c3ontraire, à '' 



ramenant sinctp^len-àen t Ja rocJierc/ïent^'^ 



le résultat,, il est -v^*-sii, si et Zg trouvé -.^^ 



tion, à sa-voii:* a Isl détermination (/^^ ^' 
triangle. ^®^ 

Il s'a^il:, ^x:i. jt-^^v^sijriCîlie, ^'^^^ég^rati 
Traité St^w- Z^^ .Sjc> £^€::x^l^^ et clans celai 9^'^ 



Sphéroïdes .• ^A^x-<3liixxieclo y ^^^^^K en ^ff 
corresporid^JTfct, ^:x:aetei:xiont à r^os fornmj^^* 

z i c?^, et 




et les ai>i>liciue à diverses détermination^ 
Ton obtiendr-siit ^xjÊjom-<ihui de la même 

raide dos iTorn^ules intégrr-ales ci-dessus _ 
est de repéter- la démonstration pa^ ^^^^^ 
chaque qtaestion j>artlcnJière. Parmi ces t 
mier se trouve dans 1 In traduction au Tra 
des Sph^r^o i:c:le^. ledeuxieme dans un coroUa 
STirlesspir-ales r oe sont l^s suivants : 

Le Premmer r^^ «nitfamélique que J'onco 



«' 



repo 
ia 



dune pro^r g. ,« deuxième re. 

ment depu^^ long: ^^^^^ème lo) de Ja 

lion (faite d^ris ^ 
Archirrièdo troo^^ ^"e 

j usures paf <*es segments 
A, 2A, etc., son ^.^ et que no»sdés,>n: 
dérons >% comme «" démonstration ^ 

cherchée des carres, ia n pe, 
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manière suivante : 

{n^i)n'—n--{-[{n — i)-h i]*+ [(/i — 2)4- ap-f-. . . 
+ [2-h(/i— 2)]2 + [j4-(ai — l)]*H-/i* 
= 2.54-2.(71 — ï)H-4(/1 — 2)-h6.(/l — 3)-i-. . . 

-\-2{n — i). i 
£n ajoutant 

{n -h n — i-\- n — 2-4-. ..-4-1) 
on obtient 

25H-/l-i-3(/l — i)4-5(aI — 2)-T-...^(2Al — l).I. 

Or cette quantité est égale à 35 : cela découle nettement de la 
sommation des équations suivantes, dont la justesse elle- 
même résulte de la formule qui donne la somme des termes 
d'une progression arithmétique, 

Ai'=Ai-H2(/i — i-h n — 2-f-...H-l), 
(ai — i)2=/i — n-2(/i — 2H-/1 — 3h-...-+-i), 
{n — 2)^1:=: /i — 2 H- 2 ( 71 — 3-l-'/i — 4-+-- • --T- i), 

D'ailleurs, bien que secondaire en apparence, la sommation 
des termes en A^-h (2^)^ + . . . est un résultat algébrique 
important dans l'investigation d'Archimède. 

Dans son Traité des Spirales, il applique ce produit au 
calcul d'un secteur de spirale d'Archimède /= a . ; la surface 
d'un pareil secteur étant 

elle pourra donc se trouver à l'aide de la seconde des inté- 
grales que nous venons d'écrire. Archimède détermine de la 
manière suivante son rapport à un secteur circulaire de 
rayon r : en même temps que les secteurs, il divise l'angle 
^1— ^o> construit alors deux séries de secteurs circulaires qui 
sont enfermés par des secteurs de spirale, ou les renferment, 
puis il fait la comparaison avec ces secteurs circulaires en 
employant la démonstration par exhaustion. 

Par conoïdes il désigne, soit des paraboloïdes de révolu- 
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voluiion à *rï ■• 

ailé de ces ^s 

,«** py^^iS' ï'îft." "^e dune section i=; 

i,led^ .1^'w ** % ^ ** ^-Ê* <* ^ figures décrite- 






,£«'■_ c»' 5,0»^ t^»''^,» .S"""' l'on ei 















LES MATHÉMATIQUES GRECQUES. 

joutit à démontrer notamment, comme Tindique le titre de 
ivrage, que les zones de la sphère et les portions corres- 
dantes de la surface courbe du cylindre circonscrit sont 
les.. Partant de là, on arrive facilement à d'autres formes 
déterminations et, de même, à celles des volumes de la 
ère, du secteur et du segment. 

Lrchimède, pas plus qu'Euclide d'ailleurs, n'introduit ja- 
is aucune unité, de sorte que ces derniers calculs consis- 
t essentiellement dans la construction de cylindres et de 
les égaux aux volumes cherchés. 

-.e second Livre du même Ouvrage (en dehors de la 
ermination du volume des segments, que nous venons de 
àv) traite différents problèmes sur ces mômes volumes, 
tre autres celui-ci : Partager une sphère, par un plan, en 
jx segments qui soient dans un rapport donné, et Ton sait 
e la solution de cette question dépend d'une équation du 
•isième degré. C'est bien aussi à une équation de cet ordre 
'Archimède ramène le problème en lui donnant la forme 
ivante : Partager par un point X un segment DZ, sur lequel 
5 points B et ï sont donnés, de telle sorte que 

DB':I)X2==XZ:TZ. 

î est ici le diamètre 2 /• de la sphère, sur le prolongement 

quel on rapporte BZ = /•; DX est la hauteur de l'un des seg- | 

înts, et si ce dernier est avec l'autre dans le même rapport 

e m : Al, alors 

rn -{- n * i 

i 
Archimède promet de résoudre cette équation plus tard, et il 
t seulement remarquer, pour l'instant, que la condition de 
ssibilité exigée pour Téquation se trouve effectivement rem- 
e dans le problème actuel sur la sphère. Une des raisons de 
t ajournement, par suite duquel la solution manque malheu- 
iisement dans notre texte, pourrait bien avoir été qu'Archi- 1 

^de, dans le même Livre, avait à faire une autre application » 

cette même équation : la dernière proposition du Livre (la 
uvième) dit, en effet, que le plus grand segment de sphère 
antune surface courbe donnée est une demi-sphère; or on 
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aperçoit olsiîx-^^rjcfc^sr^t,, a la démonstratif 
qui, du reist^e, est, î j-fc<3onrii>l^te dans îq ^^ 
néfulfaît« ciu^'ai>x-ôs que lo i-ésultat et^^ ] 

autre mari ièr*^ • 
Aucont,T-aix-e, la déduction vérita/,^^ 

lion avait na tui-ell«n^«n^ ^^^P^^^^ ^^'^M'^h 
Archimèdo a i^x-opos de 1^^ division de i, ^^ 

chez les Gr-ecs, un t.héo.'^me com^îeie^euj 

- -^< ^^-^.-^îerit toujours à titre ri 
maximum, xiri^^i x^ i*:^** «- ^♦.,^1 -, , "e ^ 

problème z ci.a.in.fc» ^^^^ ^^H^r»^ ^ '^ «v 

r ,,^. ^^s-rx:ient de sp/iere dont /e ^ 

trouver xzita s ^ &: ■^-^'» '^ * ^« .,, *^ Vqi 

. -. ^.,Œ^^^r:tt donnés — P^oblèmf^ ^ ^ 

face cou r-too Fussent " i-^^„/,f/nr, w^ *^^' . 

resolublo a.iJi- xjt-i*-^,r _^^^^« w/f miia i* j , ^^cf. 

Maintens^nt, " « " ^ , fT^^^^^te L "„Vnf *^^^^^ 
trouve point. cia«s "^'"'^t, tïtîe v"eu?r'"'^«^ 
» •. ^%, ♦ -f- w-i ui es <is>.ns un autre vieux manuscr,-, 
était cont.e«u« commentateur d'Arcfi?!^' 

publié en P«VV^,g5«ation ci'ArchffflêdeestrS' 
et dans 1«^"^* ^^g - on 3^ déduit alors des coZt ' 
sections <=<>"* ^ „! i ca tion a u proWème « Trouve/,, ' 
bilUédont 1 «PP^^ donné et de ..rface cou^" ' 
sphère «*^ ,7 ".^^eoient 7a proposition 9. iVous do„ 
fournirait <iii-« solution elie-méme, car eJieno, 

rieurement c« conservés de Ja façon dont !«" ' 

meilleurs *^y^^.%,^es dits sa//c/es. ^' ^ ■ 

talent l^f P^o^ ^^ j^,s exemples contenus da, 

On voit «^^J 'J^ la détermination de la surface 
d'Archiniè<i«» ^ champ à d'autres recherches • eJ 
un ^^® ,._^* ions pratiques, ainsi g " 




eut qui couletvaW un^ P|^^ï*e avec un cylindre cir- 
. V3ï\siècVe eldemiapfèS, Ucéron, lorsque! était ques- 
SicUe, retrouva ettesta"^^ ce monument. 

22. — Théorie de V équilibre par Archimède. 

règles de Véquilibre d'un levier à bras inégaux étaient 
îs bien avant Tépoque d* Archimède, mais c'est chez 
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AD se F 

'on les trouve véritablement établies, pour la première 
3t Yoici brièvement la marche suivie : 
ent A et C les points d'application des poids P et Q, et 
\ le point déterminé sur AC, de telle sorte que 

AB : BC :^ Q : P. 

îvier, dont on néglige le poids propre, est alors en équi- 

s'il est appuyé en B : en effet, divisons le levier par un 

1 1) tel que 

AD :DC=rP:Q, 

éterminons les points E et F, sur son prolongement, de 
î sorte que EA = AD et CF = DG; on peut, sans changer 
conditions d'équilibre, répartir uniformément le poids P 
ED, et celui de Q uniformément sur DF, de sorte que le 
Is total P H- Q se trouve uniformément réparti sur EF. 
ce à la symétrie, l'équilibre existe alors si EF est appuyé 
)oint médian B. 

jutefois, au premier Livre de son écrit Sur V Équilibre des 
res planes, Archimède fait celte démonstration sans 
urir à une répartition continue : il s'occupe d'abord du 
)ù P et Q sont commensurables et, par conséquent, pen- 
se répartir sur des points également distants, puis il passe, 
ide de la démonstration par exhauslion, au cas oùP et Q 
incommensurables. Comme de coutume, il établit exprès- 
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THÉORIE DE l'ÉQUIUBRE PAR ARC 

sèment les hypothèses sur lesquelles se foB^ ^ ! 

tion : et ces hypothèses sont préciséiïieïv^ 
<i*équilibre, ou de non-équilibre, du le>?ieT ^^ 
En raison de ce qui va suivre, Archimède fe^'^ 

i hypothèses suivantes : Les centres de graVvté ^ ' 

blables sont des points homologues ; le centre âi 
figure dont la convexité se tourne paT*lo\i\, N 
tombe nécessairement à l'intérieur d.u. p^rîmèVA 
face qui limite cette figure. D'ailleurs, la. faeox\ 
que le centre de gravité d'un triaagle ^st. aivip 
tion de ses médianes nous paraît aiTijoijird'V. ' 
prolixe, et c'est par là qu'il termine soxx piretn \ 
la raison même de cette prolixité, o*ost civl' \ 
bâtir sa démonstration que sur les liypothi 
expressément établies. 

Nous avons déjà vu comment AroliiTri^fiei 
rèmes sur l'équilibre pour établir la. sxii^race 
parabole; plus tard, dans le deuxiome Livre < 
/ 'Équilibre des figures planes, il va Irouiv er 
vite d'un tel segment, et cette détomcilnatic 

I théorème suivant lequel les centres de gra 

segments de parabole doivent diviser le\irs di 
dans le même rapport : on le démontre 
les segments de parabole en vin. n.om.l>re i 
subdivision qu'Archimède employa. cla.ns 
géométrique (*) de la surface <l\i segnc\ent < 
Quant à la valeur, inconnixe 3\jisq\ji'ioi, < 
stant, elle peut s'obtenir par la décompositic 
dans le triangle ABC avec denx nouveaux 
mède résout sous forme géom^t,riq[iae l'éq 
degré que l'on engendre ain.si- 

II connaît encore un antre oentre de 
segment quelconque de jytJLrcd^olo'tde d^ r 
celui-ci ne se trouve point cependant de la 
le centre de gravité du segn^ont, de paralio] 



(M Dans le septième paragraï^Vi^e a«. texte ^^^^^^. 
rieur, par une méprise évidente, » restre^Liit. Va. c 

seuls segments semblables. 
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)\i, en effet, sous une ou Taulre forme, dépendre efîec- 

ni des intégrationsdéik mentionnées et que connaissait 

lède. Personnellement, pourtant, il ne nous explique 

une manière comment il en vint à connaître ce centre 

ôté, mais il en parle et s'en sert à différentes reprises « 

i second Livre de son écrit Sur les Corps flottants, 

, dans le premier Livre de cet Ouvrage d'Hydrostatique 

établi le fondement du théorème capital et bien connu 

quilibre des corps immergés, totalement ou en partie, 

3té connue de nos jours sous le nom de principe (TArchi- 

m reste, ici même, Archimède se place à un point de vue 

mment général pour pouvoir prendre égard à la forme 

ie de la terre et à la direction centrale de la pesan- 

L ce qu'il fait en étudiant, dans la dernière proposition 
Te, la situation d'équilibre d'un segment de sphère 
lement immergé; mais certaines parties essentielles 
te recherche ont malheureusement été perdues. Lors- 
3ut établir qu'il n'existe point d'autres positions d'équi- 
m dehors de celle où l'axe du segment est vertical, 
lède ne doit certainement pas se contenter simplement -• 

sons de symétrie; du moins, c'est ce que nous pouvons 
(ler en voyant, dans le deuxième Livre, le traitement 
omplet auquel il soumet cette question : Trouver les 
ns d'équilibre du segment déterminé par une coupe 
idiculairement à l'axe dans un paraboloide de révo-^ 
Dans cette étude la surface de Teau est supposée 
et il recourt également aux centres de gravité de 
nts formés par des plans obliques sur l'axe, 
statique, les travaux d'Archimède constituent le fon- 
it, aussi bien de la Mécanique théorique que des appli- 
5 pratiques de la Mécanique : il alla lui-même assez 
ans les applications, si nous en croyons maints récits 
ieurs d'auteurs antiques, beaucoup plus sensibles aux 
its matériels qu'à un travail de science pure; l'emploi du 
spécifique pour déterminer la composition des alliages 
^nne d'Hiéron) est une application directe du principe 
imède; il aurait, dit-on, construit des appareils pour 
ir de grandes masses avec une faible force; la vis, dite 
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^'Archimède, est bien une de ses inventions. S^'^^U^*''' 
mécanique trouva particulièrement à se manifeste'^,, èy*<^ 
struction des machines de guerre, durant le siège d^e ^^ 
mais, hâtons-nous de le dire, s'il n'est pas impoS^' V A» 

ie"tno.r """" ^«-''«''l-s, leur e^pV K<^^^ 
dier la flotte romame n'en est pas moins une pO^ ^ It^^^ ^^" 

m,on d un^/«..,«,,„^ Mécanique qu'aurait coU^^' 






23. - la théorie des sections coniques ava..t àçO^^'' ^ ^,S^* 

Nous avons déjà dit Cn PTi^ i .. .ïï^ yj^ ^ 

ainsi ,„e,o„,«'„t:i^;;/„r^:L«" """"V ^^ ^^ 



courbes qu'il représentait, d'ailieui-s ^ \ . ^^*^ 

planes d'un cônp Hû .A ,'r "^"»s» coxiixiae des j,!- 

iition, il ernaturelH «H k'''"' ««'-«^«rmérr^em à O^^a^ 

-.e .^qarrd; 1^ :rAo-.-^^^--.nîr:o^ 

avalnt T '' mathématiciens arxt.éi-iexaT-s à Ap^»^ 
pour d^!" T"''''^"^« ^« quelci^e. prooédé paV^ 

pour déterminer les propriétés de seotiox^i perpendic 

à une génératrice? Etait-il impossible, a^reo la mêtf 
me, d appliquer cette méthode à pi-ouver que les 
ameremment situées possédaient exacte ment, les mê 
piietes?Ceseraitaller certainement, trop loin, et l'ot 
conclure de la sorte, car il n'existe aucune trace d.'u 
cédé dans les Mathématiques grecques : il serait, 

difficile de l'inventer, au moins en ce ci.ul cenceri 

et I hyperbole. 

Mais nous pouvons proposer cl*ex.t>lici.u.ex- cettt 
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mière suivante : Pour déterminer les deux moyennes 
onnelles, on pouvait se servir des courbes définies par 
lions ci-dessus; or, nécessairement, une telle définition 
lors être accompagnée d'un postulat affirmant que ces 

existaient réellement, ou, en d'autres termes, que les 
léterminés par cette définition se succédaient d'une 
mtinue. Toutefois, cette nécessité pouvait être évitée 
l était possible de donner pour ces courbes une cou- 
rt fondée sur des postulats antérieurs : bien plus, il eût 
ne inadmissible, en ce cas, d'instituer de nouveaux 
s. Et, précisément, la construction que trouve Mé- 

consiste à déterminer lesdites courbes comme sec- 
! cônes circulaires; la continuité de la surface conique 
s assurée par celle de la courbe directrice, le cercle, 
ntinuité de la courbe de section Test à son tour par 

la surface du cône. 

cet usage, toute manière de produire ces courbes 
sections de cône circulaire est également bonne ; et s'il 
ïSurer qu'une courbe, dont on connaît les constantes, 
re considérée comme une section d'un cône, le plus 
le est même d'avoir des règles fixes pour la solution 
roblème. En prenant en même temps comme surface 
I celle d'un cône droit, et pour plan de section un plan 
iiculaire à une génératrice, on voit très facilement que 
ion répond bien au but cherché si l'on veut consi- 
)ut d'abord les sections paraboliques produites comme 
tions du cône à angle droit. 

t ï le sommet, KTC une section suivant Taxe, GPH la 

une section parallèle au plan de base, y le segment 
)té sur une droite entre le point P et la surface du cône, 
ui se trouve perpendiculaire en P au plan de la figure : 

ITK, on a, alors, 

72z=GP.PHr=v/^AP.AI=2AP.AL. 

ion élevée en AP perpendiculairement au plan de la 
st alors représentée, si AP = ^ et AL =/?, par 

brmément à cette construction, Archimède appelle 
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encore le demi-paramètre o la ««.r-,-^ 



Fig. iS 




On voit donc bien que Méno ohm o ol^tonait préc 
solution du problème proposé r retprésonter, comi 



ost ^ 



d'un cône, une courbe dont l'équation 
s'agissait que de rendre droit l'arag-lo du cC>rxei, < 
section perpendiculairement à xiu^ g-éu oratrice;^ 
ensortequela/?or^io,îy^,^^^'^ 1^4^^^ rtxt. é^ale à/ 
La représentation corresponde nteï pour- l'ellipse 
bole, en tant que sections per-pendioulaii'os à une 

dans un cône de révolution à ang-lo aigru, ou obti 
mêmes avantages : nous nous sorvirons. cette f* 
des notations de la /^. ï 8, en j^ joignant seulem^ 
gnation A, pour le point d'inteJTSOOti on ^^ -^^ avec 
génératrice TC du plan de la fî&ur-^ -• dans le c^s i 
bole, c'est le point d'intersection do JS.T> et €lxx pioi 
de TG au delà de T. 

SiAP.= .,PA. = ,.,etsi, e« outre et *^^'^[^^J^ 
"^entd's^nieuvs, la portion jus^^'^ l'^^^' ^^ ^^' ^^ 
paramètre jo et que AA, = 2«, on trouve 



AA, 






Or cette détermination par l'éq U a ti on 

une ourautre forme (leur détermination ^^ 



ion s G rapproch 



de l'équation £-=.|j, est justem 

anciens géomètres grecs donnaient p 
l'ellipse et de l'hyperbole (selon QU& 



ertt 



celle que 
OUI- ly^se à J 

^ -i- -^^ 
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^ — x-=:ia) : les constantes de la courbe étant représentées 
une façon simple dans la figure on a là, en fait, une bonne 
sûre méthode pour représenter ces courbes comme sec- 
3ns de cônes, et Ton montre bien ainsi qu'elles sont des 
étions coniques pour toutes les valeurs des constantes. 
Néanmoins, notre explication implique que ces courbes 
ssent déjà connues auparavant et représentées, bien en- 
ndu, sous forme géométrique, par Téquation mentionnée 
us haut; il paraît, en effet, probable que Tellipse, en parti- 
ilier, ait été connue, et puisse fort bien avoir été considérée 
>mme section de cylindre. 

Nous avons déjà dit que l'on avait trouvé l'application de l'hy- 

irbole à la construction de deux moyennes proportionnelles, 

)tamment pour l'hyperbole équilatère, bien que, il est vrai, 

lia déterminât à l'aide d'une autre équation, en la rapportant 

es asymptotes. Pour rechercher alors si celte courbe n'était 

s déjà connue d'une autre manière, par exemple n'était pas 

cercle, l'application à la construction des deux moyennes 

)portionnelles offrit tout d'abord une excellente occasion de 

nsformer la détermination primitive à l'aide des moyens 

ît on disposait, c'est-à-dire à l'aide de l'Algèbre géomé- 

jue; la transformation en équation aux axes est un résultat 

ez facile à obtenir par ces procédés, mais il est peu vrai- 

iblable que l'on ait vu une connexion directe entre l'équa- 

1 par rapport aux asymptotes et la représentation comme 

lion conique. 

race aux sections perpendiculaires à une génératrice, on 

nul donc à représenter toute parabole, ellipse ou hyper- 

î, comme section d'un cône de révolution. Bien entendu, 

éciproque apparut également vraie : à savoir que toutes 

sections ainsi pratiquées sont des paraboles, des ellipses 

es hyperboles; et il nous semble fort impossible qu'on ait 

igé de faire la remarque que, dans cette dernière déter- 

ition, la position particulière du plan sécant ne joue abso- 

înt aucun rôle. 

i tous cas, la même méthode devait apparaître applicable 
qu'il fut question des autres genres de sections, comme 
nous est confirmé par l'Ouvrage d'Archimède sur les co- 
îs et sphéroïdes; car, dès l'introduction, cet écrit montre 
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que, déjà avant Archimède, on connalssaH ^ 
les sections elliptiques des cônes droits et, ^^ . 
on y considère même parmi les sections eUVÇ^ 
circulaires obliques celles qui sont perpcuà^^^ 
de symétrie du cône. Archimède résout mèiu^^^ 
s'énoncerait dans notre langage : jDétcrmind^^^ 
circulaires d'une surface conique du second ot^ 
principales connues; et comme, dans ses ptO^ 
aucun besoin de sections hyperboUqiies sîlufe^^^ 
Tavons dit, son silence à leur égard no permet 
conclure qu'il les ignorât. 

Archimède trouve encore Toccasion cie n^ous \ 
quel moyen il découvrit la détermin.aL^ion platv 
sections planes des cônes circulaires. 

Considérons Idifig, 19 où le cône est, oonpé sv 




de symétrie (section quelconciiie comprenant Va 
est droit); soient TL et TKL les génératrioes sit 1 
plan, LK la trace du plan de la l^ase circvilaire. 
la section plane, projetée en N^N^, povxrra ^ ^^^ ; 
moyen du lemme planimétrîciiae sxxivant^ • ^ ^ ^ 
et MM„ qui coupent les lignes droites ^^^^ J^ 
N, M.et N„ et qui se rencontrent elles-m^me 

servent une direction invariable, le rapport 
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islant — soit k la valeur de ce rapport. Si, maintenant, MMi 
la trace d'une section parallèle à la base et que y soit la 
tion comprise, sur la droite projetée en P, entre P et la 
face du cône, on a 

7*= PM. PM, = k. PN. PNi, 

fest là précisément la propriété par laquelle nous avons 
ictérisé, soit une ellipse, soit une hyperbole, 
e théorème' planimétrique dont on se sert ici est supposé 
nu : on l'employait donc certainement avant Archimède 
r déduire les propriétés des sections coniques. Or, d'après 
léorème dit de puissance dont nous parlerons plus tard et 
connaissait également Archimède, le théorème planimé- 
ue reste valable quand bien même les points M, N, M,, Ni 
l situés sur une section conique quelconque; par conse- 
nt, dans l'écrit mentionné sur les surfaces de révolution 
iecond ordre, Archimède pouvait déterminer absolument 
a même manière les sections planes de ces surfaces, 
arsque nous avons admis que la découverte faite par 
echme consista, essentiellement, dans la représentation 
a parabole, de l'ellipse et de l'hyperbole comme des sec- 
s coniques, nous dûmes supposer en même temps que ces 
*bes avaient été étudiées auparavant, partiellement du 
ns, et notamment à propos du problème délien, et que l'on 
t pris pour point de départ de cette recherche les pro- 
tés mêmes que nous exprimons aujourd'hui par leurs 
îtions les plus simples. 

îtte hypothèse se corrobore fortement au reste par cette 
Dnstance que, chez tous les écrivains grecs, ce sont les 
)riétés planimétriques principales que l'on trouve à la 
j des recherches continuées, et non point la représenta- 
en sections coniques; et l'hypothèse contribue, de plus, 
pliquer que la théorie des sections coniques se soit dévo- 
uée chez les Grecs avec la rapidité qu'elle devait acquérir 
ilôt après Ménechme. 

ailleurs, l'intérêt éveillé par cette théorie dut bientôt 
idir lorsque l'on constata que les sections coniques ne sont 
jeulement applicables à la construction des deux moyennes 
jortionnelles, comme chez Ménechme, mais encore à la 






■"■5, "«< ^•^too'*"*'^ ^«^ "" I«„ -'«'* ^' 

A""'p''":'»l'''^>''îè'»>»- ^^ répandre encore àa, 
éC»"" t<»'-*d'» Si ''mI aé-^ «= loppée pat Euc\ide 

'tL'-""^ ."«•"? d-*^ d-*"»»» t m ^de «uil j"' est p. , 

'5''' ^•^î'';î>-<e%»"%'°"'''T ''•'"■lu "«• «"v, 
" ce* *1 O^ rt seulement Ja rp, " <S *:, 

,«16"'^ d<''^ô<'"!.o«=> <li»m*"-e8 cor.,,: "'"si r. 
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24. — Les sections coniques d'Apollonius. 

Si donc c*esl à Euciide que nous devons la connaissance de 
la Géométrie élémentaire des Anciens, de même c'est par le 
grand Ouvrage d'Apollonius que nous possédons principale- 
ment leur théorie des sections coniques ; et, cependant, parmi 
ses huit Livres sur cette matière, sept seulement'nous ont été 
conservés, les quatre premiers en grec, les trois derniers par 
une traduction arabe. 

Les quatre premiers Livres renferment ce qu'on nomme les 
éléments de la théorie des sections coniques, c'est-à-dire 
l'exposition, en un tout suivi, des propriétés principales 
de ces sections : c'est de là qu'il faut ensuite partir, aussi bien 
pour appliquer la théorie à la solution des problèmes de con- 
struction au moyen des lieux solides, que pour se livrer aux 
recherches particulières sur des questions concernant les sec- 
tions coniques. 

Les Livres suivants, au contraire, comportent des études 
spéciales : ainsi le cinquième Livre, traitant des normales 
aux sections coniques et de la construction des normales 
issues d'un point donné, est le type le plus complet qui nous 
soit conservé de l'application des sections coniques à des 
constructions, en même temps qu'un exemple de la subtile 
étude théorique que l'on savait rattacher à une telle con- 
struction. 

Mais ce sont, directement et avant tout, les quatre premiers 
Livres qui nous font saisir la connaissance générale que pos- 
sédaient les anciens sur les sections coniques : aussi nous 
arrêterons-nous assez longuement, non seulement pour pou- 
voir donner un aperçu de ce qu'ils savaient sur ces courbes, 
mais aussi pour faire sentir les ressources réelles dont ils 
disposaient pour aller jusqu'où ils atteignirent. 

Voyons donc, tout de suite, comment le premier Livre 
établit le fondement de la théorie. 

Quoique le point de départ diffère de celui dont s'étaient 
servis les prédécesseurs d'Apollonius, il résulte toutefois de 
son avant-propos que les propositions particulières qui com- 
posent ce fondement sont, en grande partie, les mêmes que 
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connurent et employèrent oes prédécesS 
pour ce qui est de rhyperl3oleï, A.i>ollonius » 
positions un progrès nota]3le z bien c|ii'il n^ 
o/?po5<?e5 les deux branches de l'iij^perbole, V 
fois comme une courbe uniqiae ^t, ol3t,î enl ai i 
positions sur l'ellipse et sur l'hyperbole, la i 
n'est possible qu'avec un tel prooéclé . 

Ainsi la nouveauté du poirjt do départ V2 
lisée : au lieu de considérer los sections 
cônes de révolution par des plfiii:i^s sitiaéts 
déterminée, Apollonius envisag-e t^out de 
planes quelconques de cdrt&s cir'cw^l^^^'^^^ ^ 
pour rattacher à ces sections \jltxg propri 
telle qu'elle puisse servir de base ^ ^^^^ 
des courbes, Apollonius emploie xane s '^' 
cédé même qui servait à ^T-cbimède po 
tions perpendiculaires au plan <j^ ==»-^ 
de par cette extension, la propri^^^^ P ^, 
elle aussi, plus générale, ello n^ ^'^^^'*ko:s 
la section conique à l'un de ses axies ^ ^^ ^^ 
juguées pour axes coordonnés, c^^^ w»tarit J 
obtient de pareille manière en x-app ^^r^în 
mètre quelconque et à ses go^^*^"^ - ^^rrxGTi 
qu'il faut bien retenir si l'on vent ai 
du Livre. oeoî snr 

Au début, on ne connaît do no ^ï^^^ x-op''^^^^ 
chées : c'est qu'elles possèdent 1» ^ ^t ati s: 
rapport à un diamètre partioial^^f" nn ^ 

conjuguées qui forment, en S^^ oosit^^^^ 
diamètre. Ensuite, au cours d^ ^ ^ ^np^^^ ^ 
jouissent de la même propriété pai* ^^^r-vi^*^^ 
de diamètres et, à la fin du Livre, ^^ ^ c:c?r'é^^^ 
diamètres perpendiculaires <^ l^^ h»eS, nn^ ^ 
constate à ce moment que Jes ^^^^^ ^^^b corn/ i 
ces diamètres, peuvent être oot\^^ 

un cône de révolution, f^it^^^^^' ' 

Alors, seulement, l'identité est pa^^ ^^ ^^^ se ■ 

les courbes traitées par Apolloniti^ 
que l'on envisageait auparavant- 
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Ces dermexs xfe^uW^v^ ^^^^Teut*"^ '^'''''^ '^ ^"^ essentiel 
qu'ApoWomus eul deN^xiX ^^^^^:,^^ ^^ composant tout son 
premier Livre; mais, eYiemii^ *"* ^'*'^t> parfois il fut contraint, 
parfois i\ chercYia \u\-mème T occasion d'exposer maintes pro- 
priétés qui pourraient trouver leur application dans les Livres 
ultérieurs ou qui, en soi, méritaient d'être connues : c'est 
ainsi que la théorie des tangentes et de leur détermination 
sert d'introduction à la thèse fondamentale du Livre, celle des 
diamètres aux systèmes de cordes parallèles. 

Pour se faire une idée précise des tournures employées, 
le mieux est encore de les comparer à la transformation 
algébrique des équations, dans les formes nouvelles qu'on 
obtient par rapport à de nouveaux systèmes de coordonnées, 
transformation aujourd'hui usuelle en Géométrie analytique, 
ou peut-être de les comparer en général avec les opérations 
algébriques de la Géométrie analytique. Apollonius, lui, n'a 
recours qu'à V Algèbre géométrique, qui est ici d'un emploi 
assez pratique : on peut sans peine le reconnaître en consi- 
dérant la forme géométrique sous laquelle Apollonius repré- 
sentait les équations des sections coniques qu'il avait dé- 
duites, au début, de considérations stéréométriques et, dans 
ces équations, nous avons déjà vu que les courbes sont rap- 
portées à un diamètre et aux demi-cordes conjuguées pris 
pour axes coordonnés. 

Soient {fig. 20-21) AB un diamètre 2 a d'une ellipse ou d'une 
hyperbole, et CD la moitié d'une corde conjuguée : 1^ carré CD^ 

doit être dans un rapport constant - avec le produit AC.CB, ce 

qui s'exprime en élevant en A et en C les perpendiculaires AE 
et CF sur AB, et en reportant sur la première AE= 2/7. Si F 
est le point d'intersection de CF et de BE, le carré élevé 
sur CD sera égal au rectangle AF; car alors CF est précisé- 
ment égal au produit -• CB. 

La figure employée constitue donc l'appareil géométrico- 
algébrique à l'aide duquel on figure exactement ce que nous 
exprimerions par l'équation 

r* 1= - a? ( 2 a =j= ^ ), 
^ a 
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dans laquelle x eiy figurent respeclîveme^ a^ ^iVatV^ ^ 



voit que la propriété fondamentale qui se V^' .^^ 
de la sorte, est celle même que Ton cowti^^^ 




lonius : c'est à tort, par consécixjLerit., qo'on lui 

de théorème d* Apollonius, 




La forme de cette repT-^soTit.a^iorx ^^^ ^^f'^ 
adéquate aux formes oT-Aix^aires de aig 
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elle prit une importance particulière par ce qu'elle a 
de base aux nouvelles dénominations qu'Apollonius 
it donner aux sections coniques, une fois abandonnée la 
iode de détermination à laquelle étaient attachées les 
înnes désignations. La figure dont on se sert est la 
le, en effet, que celle qui correspond à la transformation 
équation en 

exprimer que le carré j* est appliqué sur le segment 
= 2/7, de telle sorte que les côtés du rectangle, man- 
it ou en trop, soient dans le rapport/? : a {cf, 6« Livre d'Eu- 
); et, conformément aux notations employées dans la 
iution des équations du deuxième degré, la courbe repré- 
3e est elle-même nommée ellipse ou hyperbole, selon 
le rectangle EF manque, ou est en trop. 
1 n'y a ni défaut ni excès, on est alors en présence d'une 
lie application du carré /^ sur 2p : et la courbe /*= 2/>j?, 
ce cas, a reçu le même nom de parabole que l'applica- 
simple de surface. 

1 voit que l'Algèbre géométrique rend, ici, exactement les 
les services que ceux que rend plus tard l'Algèbre dans 
îométrie analytique : tandis que nous exprimons aujour- 
i la propriété fondamentale d'une courbe par une équa- 
algébrique, Apollonius, lui, la représente par une figure; 
lar le fait que cette figure auxiliaire est tracée à angle 
t avec l'axe des abscisses, quand bien même les ordonnées 
)ent cet axe sous un autre angle, elle reste toujours, en 
que sorte, indépendante de la figure pour l'étude de 
elle elle doit servir. 

3 plus, comme l'équation algébrique de la courbe est du 
nd degré par rapport à ^; cette figure auxiliaire est bien la 
le que celle dont on se sert dans les éléments pour la 
ésentation et la solution d'une équation du second degré : 
, donc précisément comme courbes du second degré que 
sections coniques se trouvèrent si heureusement appro- 
es, ultérieurement, à la méthode des Anciens. 
)utefois, la forme géométrique que cette méthode don- 
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nail à l'Algèbre elle-même, fui cause de t 
tiples entre le moyen et Tobjetde rinveslÂg^ 
combinaisons qui devaient rester assez \o'\v 
analytique, notamment en tant que celle-ci ^ 
complètement les questions de géométrie 
calcul. Au contraire, le procédé antique res\ 
à l'emploi actuel de la Géométrie. analyiiq^i 
tient compte en même temps de la signiUcav 
des transformations à opérer. 

Sans doute, nous ne pouvons songer* ^ su 
toutes les transformations des équaLt^ions de \ 
sentées sous forme géométrique, et, at l'aiide 
à peu, Ton atteint le résultat que noijis aivoxis 
essentiel du Livre; mais nous deA^orxs néam 
moyen terme qui joue un rôle capit^ail , t,aint, ic 
dans les questions du troisiènae LiA^x*e t 

On considère une section coniq^xe de c 
diamètres CE et GB comme lieii géométrictu 
tels que le quadrilatère CMHT, Ltrrvité fkczr 




mètres, par la ligne RM i^cr^cllèl^ ^'*"" Jî^f^Z 
à (X, et par m parcelle l^ c.u,ao <.or'cies car^JUgu 

, une superficie constante . . ^ /-«ces est valable 

: Pour nous, ce théorèrr^e f-^^'^^.^t intervient d 

S générale, à condition ^«"^^^^L^*' f^„e -^ ou - à 

V lères impropres, d'attrit>o.er le s»ë 

I 
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leurs parties, suivant leur situation par rapport au périmètre; 
Apollonius, au contraire, doit le décomposer en plusieurs 
théorèmes distincts, mais dont cependant il saisit parfaite- 
ment les rapports. On comprend alors Tapplication que fait 
Fauteur dans le premier Livre : il suffit en effet de remar- 
quer que ce théorème se tire tout d'abord de l'équation qui 
rapporte la courbe à Tun des diamètres et à ses cordes et qu'il 
conduit ensuite, d'une manière correspondante, à l'équation 
où la courbe est rapportée à l'autre diamètre et à ses cordes. 
Mentionnons encore, dans le premier Livre, la détermina- 
tion des tangentes : d'après l'équation de la courbe il s'agit, 
pour cette opération, de mener par un point (a?', y') de la 
courbe une droite dont les autres points (x, y) satisfassent à 
la condition 



a a 

condition dans laquelle, pour la parabole, — se change en o. 

Apollonius montre que, pour l'ellipse et pour l'hyperbole, 
on y parvient si la tangente et l'ordonnée au point {x\ y') 
partagent harmoniquement le diamètre (l'expression harmo- 
nique est toutefois de date plus récente). La démonstration 
est trop étendue pour que noug la puissions reproduire, et 
nous allons nous contenter d'établir qu'une droite issue du 
point {x\ y') de la parabole y^ = 2px, et qui rencontre l'axe 
des abscisses au point (—^',0), est tangente à la parabole, 
ce qui se fait à peu près comme il suit : (x, y) étant un 
point de cette droite, on a 



7* _ y'^ 



fi y 



{x' -{- xy [\x 

maintenant, comme on sait par Euclide que la moyenne 
géométrique entre deux grandeurs est plus petite que leur 
moyenne arithmétique, ou que 



x' x<i 




LES SECTIONS CONIQUES d'APOUOÎ^^ 

il en résulte 

X x' 

Quand on voit si bien rexcellence et la pett^^^) 
ment posé par Apollonius dans son premieT VA^ 
prend d'autant mieux qu'il puisse s'élever \^\ 
leur dans ses autres Livres, notamment le \îO^^^ 
partie aussi, dans le cinquième. 

Nous devons ici nous contenter d'iïn\ic|^xieT uè 
la matière de ces différents Livres. 

Dans le second, sont expliquées les ï>ropTVè' 
des asymptotes et des diamètres cônjxigtaès . < 
outre les branches connexes d'une tày pex*l3o\e 
conjuguées, situées dans les différentes aingle 
mêmes asymptotes; on suppose qne oes tàyp 
diamètres d'égale longueur, car, en effet, or 
aux diamètres ne coupant pas les oo\xrl3e 
qui, en réalité, sont les mêmes c|\j.e ôelles 
servons actuellement. Divers prol>l^ncies snr 
les asymptotes sont encore résolues, Ti.ot9imi 
tion du centre et des axes d'vine seot,ion. 
celle d'une tangente formant un a.ngle <^onné 
passant par le point de contact, eto. 

Le troisième Livre traite, avant, tovLt, <1 
points des courbes et indépendantes des 
axes : il les fait aisément résnlter dui. tHSt 
déjà nommé et qui revient en. réalité èi x" 
à deux diamètres non conjugnés. On con- 
fournir un excellent point de départ, pon 
du théorème cfe /?aïwance conn\a par A^rc 
rème concerne, en effet, des cordes de c 
mais choisies arbitrairement. On y rer 
principaux théorèmes sur les pôles e^ les 
la génération d'une section conictne par 
droites qu'on appelle aiiiourd'Uxii I>r<M^ 
phiques : les sommets des faisceanx soi 
conques A et C de la courl>e, et les ciroi 
AM et CM se détermVnetil par ce tair q 
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sur les parallèles menées respectivement par G et A aux tan- 
gentes en A et C, des portions CP et AQ dont le rectangle 
possède une surface constante. 

Fig. 23. 




On aperçoit facilement que toutes ces propositions sont 
incomplètes, et même peu intelligibles, si Ton considère à 
part une branche unique de l'hyperbole : aussi comprend-on 
Tavantage réel qu'il peut y avoir à considérer les deux 
branches de courbe selon la conception originale d'Apollo- 
nius, notamment dans son troisième Livre, avantage qui sub- 
siste sur tous les modes antérieurs de traiter le même sujet, 
quand bien même certaines propriétés eussent été connues 
avant lui sous forme plus restreinte. 

Une autre série de propositions du même Livre contient 
les déterminations de tangentes les plus simples, sans emploi 
des points de contact, en particulier celle des tangentes à une 
hyperbole considérées comme droites qui, à partir du centre, 
segmentent sur les asymptotes des portions formant un rec- 
tangle de surface constante, et des tangentes à une ellipse et 
à une hyperbole, comme droites qui segmentent, sur des tan- 
gentes fixes et parallèles entre elles, et à partir des points de 



LES SECTIONS CONIQUES d'aPOU-^ 

contacl de celles-ci, des portions formant ui 
face constante. — Les tangentes à une pats 
minées comme droites dont les points d'Vn 
rent, sur des tangentes fixes, des espaces \ 

Nous pouvons encore faire remarquer \c 
propositions nous éclairent sur le but de ^ 
d'Apollonius, sur la section de raison et sur 
pace, dans lesquels il résout, au moyen cie 
trique, et — au moins dans celui sur la. sec 
discute, avec un souci des détails px*es 
problèmes que voici : « D*un point me^ne 
sur deux droites données, à partir de de^vi 
détermine des segments qui soient dans xxick 
forment un rectangle de surface donnée. » \ 
problèmes à Taide de la règle et du concip>sis 
ment, conformément aux théorències n:ior\t,\o^ 
Livre sur les sections coniques, k la dLét^orxï 
gente menée par un point extérioxaT* dorx 
conique suffisamment déterminée. 

Ce même troisième Livre comprendl ^gatl 
subdivision remarquable, à savoir, Ist t,lrkoo 
l'ellipse et de Thyperbole traitée x>sir la. Cio 
taire : la position de ces foyers, ^ e^t. ï**!! 
cipal AA,, s'obtient par ce fait, quii^ 1-^ '^ 
doit être égal à ap, où 2 a et '2j> d^si S'^^'^^' 
Taxe et du paramètre. Au inoy^x^ d^ - 
dont nous venons de parler pouir l^s ^^ 
et à rhyperbole, on trouve alors qvieï xt^ «=> 

gentes en A et Ai déterminent, e^xix* x-^ «^^ _c* 

vu des points F et Fj sous un axi^S^*^ x>vlx 

obtient facilement les autres tUéox'è^rrl^s ï> 

Chose étonnante, ApoUonivis n.^ <=*^ *:%t3T>^^ 



parabole; mais, il est vrai, 1^^ loxï»^»^*^ %ei^^ ^^ 
un ouvrage perdu d'Euelide p^^^*^^^ <3oxx"^"^ ^ 
point était, paNieiienj^^^^ aU "^^^V"^ V^^^^^'''^ ^ 
he quatrième Liçre ^r.ç.Ytty'^^^ J^^^s. <^^^^^ 

points d'intersecf/oo J^^\e^^ ^^"^«S^^- ^^tx^ 

dilexpressémem, (/a^^e ^*^ _^t,— T>^^^^ \& Ca^^ 

TiaT \w consiste esse>.^ 1 -.^^r^*- ^^ 
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deux branches de Thyperbole, circonstance qui joue ici un 
rôle capital; et nous parlerons plus en détail du cinquième 
Livre lorsque nous exposerons comment les Anciens traitaient 
les problèmes solides. 

Le sixième Livre traite, d'une part, des sections coniques 
semblables; d'autre part, il contient quelques extensions des 
constructions relatives aux cônes qui passent par des sections 
coniques données, constructions qui avaient été entreprises 
dans le premier Livre. 

Le septième Livre réunit un assez grand nombre d'ex- 
pressions pour certaines fonctions entre les longueurs des 
diamètres conjugués, des paramètres, etc.; on y trouve d'im- 
porlantes propositions, telles que les suivantes : la constance 
dé la surface du triangle formé par deux diamètres conjugués 
et par la corde qui joint leurs extrémités (dans le cas de 
rhypeVbole, les deux diamètres conjugués en question ne 
sont autres que des diamètres d'hyperboles conjuguées); l'in- 
variabilité de la somme ou de la différence des carrés de 
diamètres conjugués — pour d'autres cas, où de telles fonc- 
tions ne sont pas constantes, on en recherche les valeurs 
maxima et minima. 

Enfin, le septième Livre renferme les démonstrations rela- 
tives aux diorismes des problèmes qui devaient être résolus 
dans le huitième Livre, actuellement perdu; c'est au moins 
ce qui est annoncé dans l'avant-propos, ce qui nous permet 
d'induire que ces problèmes avaient pour but de trouver 
des diamètres conjugués pour lesquels ces fonctions eussent 
des valeurs données; alors, les expressions trouvées pour ces 
fonctions dans le septième Livre fournissaient immédiate- 
ment les équations nécessaires à la solution des problèmes* 

C'est dans ce sens que le Livre a été restitué par Halley. 

25. — Lieux et problèmes solides. 

Comme nous l'avons indiqué déjà, le but primitif de la 
théorie des sections coniques était d'établir des lieux géo- 
métriques susceptibles de conduire à la solution des questions 
pour lesquelles la droite et le cercle étaient devenus insuffi- 
sants : les problèmes qui se résolvent à l'aide de la droite et 



^LIDBS. 



LIEUX BX- I>KOBtÉMBs ^ 

du cercle s'appellent /^^^^^^"^'/f ^^^^^ 
la droite et le cercle, en tant quelie^jr J^ Zntedeï 
\QnXlieuœ plans. kuriG époque plus ^^^^primi 
supposait que ce dernier- norri est lo ^^ ^^ ^^^^gt 
Ton déterminait initialement les ligrn ^^ j^n; aiai 
cercle) comme étant situées dans un f^ j^Jed'ac 
telle origine, il est tout aussi vraîsenï/^/^y^/veiw 
dénomination de plans appartenait p^^^ond ^ 
blêmes qui dépendent d'équations dti ^^ ^n A? 
et qui, par conséquent, sont représen^^ ^5 en 
trique, — dans le plan, — par des rela ^^^i^rr^^^ 
Cela étant, la dénomination de /?r^ ^^r»^^^ 
s appliquerai même époque à desprC^'^^jn^^ 
d'équations du troisième degré, et s'e:î^Pt^-^^-^ 
tions entre parallélépipèdes ; quant aU^ r^^ ' 
signent les lieux géométriques représ^^ ^ ^ 
coniques, et l'on peut admettre que '^^^r^ 
qu'ils étaient destinés k la solution d^ '\,é^ 
Dès l'antiquité, pendant une époque plu^ ^ 
tait toutefois que la dénomination de ^^'^^ ' 
rieure, au contraire, et qu'elle provient de * 
métrique des sections coniques. ^ 

Malheureusement l'ouvrage d'Aristée ^^ 
tions coniques y étaient sans doute partie^ 
comme lieux géométriqixes, et nous n^ 
ouvrages postérieurs qui p o ur suivirent le ^ 
Cependant, puisque la tl\éo\-ie des seclio^^' 
lonius traite le même sujet à un autre 
peut en conclure les li&uac solides q^e 
ou, du moins, que Ton .t>ouAr ail trouver aï' 
avait lieu de les appliq- xer d^ans un problèi^ 
Livre d'Apollonius, on^ voi^ que cela dut ^ 
certaines lignes doiirkéos apparaissaieï^ 
comme diamètres oorijo.g\xés, et même p 
plus compliquées : en effet;, dans le lYiéorèi 
rapporte la courbe et cLoia^c diamètres non 
Mais le troisième Livre rxous faîtpéï^^^^ 
à son caractère plias ^éxxéiral et, aussi, \ 
lonius indique expressémorkt son but : ^^ ^ 
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de ce Livre, perfectionnée, sans nul doute, par Tintroduc- 
tion des deux branches de l'hyperbole, permet, selon Apollo- 
nius lui-même, de suppléer aux défauts de Tancienne déter- 
mination des lieux solides. A cet eifet, le lieu à trois ou 
quatre droites est mentionné d'une façon expresse : si x^ j-, 
z, u désignent les dislances d'un point à quatre droites fixes, 
distances mesurées sur des obliques de directions données, 
et que K représente une constante, le lieu à quatre droites 
s'exprimera par l'équation 

pareillement, le lieu à trois droites est la courbe représentée 

par la relation 

xz = Ky^, 

D'après le langage d'Apollonius, il existait certainement 
des démonstrations plus anciennes, mais incomplètes, per- 
mettant d'établir que ces lieux sont des sections coniques; il 
les supposait d'ailleurs assez bien connues de ses lecteurs 
pour que, sans qu'on les leur répétât, ils pussent voir com- 
ment son troisième Livre les complétait. Ce Livre comprenait 
donc aussi, sans doute, le complément des données sur les- 
quelles on appuyait antérieurement ces démonstrations, et 
continuait d'établir ces démonstrations mêmes; mais, ne con- 
naissant point la détermination primitive des lieux, nous ne 
pouvons tirer de conclusions à ce sujet que d'après le Livre 
d'Apollonius. 

Ce n'est guère difficile pour le lieu à trois droites : une 
section conique quelconque en est un, et Apollonius lui- 
même, au cours de sa démonstration dont nous avons parlé 
pour la génération par des faisceaux projectifs, déduit ce fait 
d'un cas particulier du théorème de la puissance. 

Une section conique quelconque peut être, de même, un 
lieu à quatre droites : cela résulte du théorème général de 
la puissance dans le cas où deux droites opposées, y=zo ai 
M = o, sont parallèles. 

C'est déjà beaucoup que de posséder ces résultats. Pour le 
sentir encore mieux, faisons un rapprochement avec la repré- 
sentation du lieu solide tel que la Géométrie analytique nous 
la fournit : en prenant pour origine un point du lieu, on 






obtient une équation de la forme 

ou bien encore 

xi^ax^ l>y -^- *^> = — ^^^ 

et la courbe se trouve pr-éoisément reçt^ 
quatre droites, avec deux droites oppos 
Le maniement des surFaces, tel que 
daient, et l'introductiorx cle ooerfioxents-^ 



des proportions, réporxdent ^^^?\^™^f^^ 
des expressions du second "^^^^ '^ ,,^. 
sentation actuelle d'une oocirtoe ^J^^^;^^ 
second degré a la mêro^ ll^'L ci«atre dr^ 
détermination comrae n^^"^ iietles; on p 
droites opposées sont. P^^^^ -pins générv 
ramener également le 1*5^"^ a U-O fait Apo\ 
La mention toute spéoi^l^^^^^^^^ ^^ ^^ 

fectionnement dans 1^ tT-a^ ^^ irn portai 
atteste suffisamment la ^^^ ^^^ ^ dnatre 

réelle, que l'on prêtait ^"^^^T ^ollonius pei 
Un autre Ouvrage per-dn ^ ^^^xxtg^ droite 
cher à la question dn lion ^ ^ait^^ en effet, 
de la section déterrrt irv ^^ • - ^^ de po^ "^^^ * 

sur une droite, la constr-notj^ ,^ême droite 
à deux couples de points do ^^^ ^^ec une di 
tangles ayant un rapport ^^ '^^^^'oction se rai 
de ce problème; or cetto ^^,i„t,orsection ci.ui 

à la recherche des P^^"*-^ , ^^lant l^s quatre c 

lieu à quatre droites, on oa 

parallèles à ia droite ^^J^^^^^^r^^^-^^^'y^Z 
En opérant ainsi, Ij ^i,é«rèr«e^^^ j„„ , 
droites coïncide avec le avec ""^^^^..it thé, 

fl'intPrseciion d'une cIï'****'^_î i at,«re inscnt, me. 
d intersection d un q viad*^»' - „orte son nom. 

les côtes opposes d "" ^ ^t. ci^i I^^!^^^We cont. 
plus tard par Desarg««-' .^^ ^"/"^deme de 
que le Traité de Ic^ * j^ ttx^*'*'*® 
parties importantes cl 

z. 



] 



I7S I<ES MATHÉMATIQUES GRECQUES. 

Ainsi donc, suivant les suppositions que nous venons de 
faire, on appelait primitivement problèmes solides ceux qui 
dépendaient d'équations du troisième degré et que Ton repré- 
sentait stéréométriquement : cette dénomination s'attacha 
plus tard à la solution par sections coniques, et Ton en vint 
à embrasser aussi sous ce nom des problèmes qui, exprimés 
analytiquement, eussent dépendu d'équations du quatrième 
degré. 

Le problème solide le plus simple est relatif à l'équation 
cubique pure; nous en avons déjà pris connaissance à propos 
de la multiplication du cube, et nous pûmes voir, en même 
temps, comment l'usage des sections coniques était primi- 
tivement lié à la solution de cette question. D'autres exemples 
de problèmes de cette nature se présentèrent à notre atten- 
tion dans la trisection de l'angle, ou dans les intercalations 
auxquelles se ramène cette trisection, et nous avons dit 
qu'Archimède, dans son Traité des spirales, fait encore diffé- 
remment usage de ces mêmes intercalations : Pappus nous 
renseigne en effet sur la façon dont on les effectuait au 
moyen des sections coniques. 

Mais, parmi tous les exemples que nous ayons des meil- 
leurs jours de la Mathématique grecque, les plus importants 
pour la solution des problèmes solides à l'aide des sections 
coniques se trouvent, d'abord dans le traitement de l'équa- 
tion à laquelle Archimède ramène sa division de la sphère 
{cf, p. i53), solution qui nous est parvenue, puis dans la con- 
struction des normales, issues d'un point, à une section co- 
nique, au cinquième Livre d'Apollonius; et ce qui rend ces 
solutions particulièrement intéressantes, c'est le soin avec 
lequel sont expliquées les conditions de possibilité, tout 
comme le souci pris de la discussion du nombre de solutions 
dans les divers cas que Ton peut obtenir en attribuant diffé- 
rentes valeurs aux quantités données. 11 ressort alors claire- 
ment que la construction par les sections coniques n'est pas 
tant un moyen, très insuffisant d'ailleurs, de déterminer les 
grandeurs cherchées que, bien plutôt, un excellent procédé 
théorique pour s'enquérir des cas où elles existent — confor- 
mément à ce que nous avons déjà dit à propos du but de la 
construction géométrique chez les Grecs. 



Les déterminations rfe m^j^ima et r 
ains, pourJes c«««tieés ci o« « ees co4 
dimporlants tti^oremes ër^ozxiétrigue/n 
pilaldeJ'in^estis-aï^ion. ^^ 

Nous avons vu Cr>. :i:^i3> <ïu 'Ar-c/ii/wède r. 
de la sphère à 1 'eq^cia tioni ^ 



J3« r X>:x:«=r A'Z: y^^ 

où D, B, T, Z sofiftt. ci^2S i^oixïts connus, et v 
sur une droi to. JZ^sixis JL^ mstnuscrii consety 

déjà parlé ^t. of^ji ^sf: p^Gut^être d'Arc/ 

pour former u r:» si j3p>^xiciîce à son deuj^i 

sphère et le c^^liinieli^^, ce problème esi 

nière qui se pout. ^-^jràdrG comiriG suit : éc|, 



»^' 



souslaforme — ^ -» puis égalons cesi 



dans lequel^ est. un s^s^mGrit quelconque; 
être déterminées <30«3xxio coordonnées d^J^ 

tiondelaparal3olo ^:t7^ == "^J^' ^vgc l'hyper]^^ 

Dans les appliosit^ions à ia division dQ 
stanles que nous st^ons d^si criées ici par ^ 
et il s^agit de déter-miner une vaie^^ 

o<^<^a, car XI doit tomber entre h ^ 
diamètre de la sphèi-e, X>B = 3 l>Z;n3aisi3 

Ton obtient pour IScii^^tion^^csiusedes^ 
qui peuvent être attr-îl:>«^^s à Z, h T ou bien ; 
comprend toutes les ^a"^^'^"^ ^o la for^ 



.^z: 
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c^^^z:- —h- ^ = o, 



et le problème peut se poser de teHe s 

racines soient «^^^^P^^^'j^' «xemp/e très 
Nous avons donc ia «" »; 

qui concerne notre empJ<^* -^JL*^,- ^ 

^, ^'"c ' ,^ 1-, representat/on fî 

bien une lacune que Ja rc^i^ u g 

cependant moins sensîJ^ie. 
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En quoi vont désormais consister les conditions limites 
dans les divers problèmes? d'une part, le point X tombe ou 
non sur l'intervalle exigé par le problème proposé; mais, ce 
qui demeure capital dans toutes ces questions, c'est de 
reconnaître les cas limites où les sections coniques sont tan- 
gentes, cas où, par conséquent, deux racines coïncident, car 
c'est par là que se fait la transition entre les cas où ces deux 
racines sont réelles et où, selon la conception alors en 
vigueur, elles pouvaient exister ou non. 

Le fragment conservé indique que ce cas de transition a 

2 4 

lieu si ^7 = -^ a; par conséquent si b^c=z — a^ Au contraire. 



2 



SI a?^^a, on aura b-c<, — a% condition correspondant à 

deux solutions. 

La démonstration est facile grâce aux théorèmes sur les 
tangentes aux sections coniques : en effet, si la tangente de la 
parabole est elle-même en contact, au point P, avec l'hy- 

Fig. 24. 




perbole ayant pour asymptotes les droites y = o et xz=zci, 
P sera le milieu de la portion de tangente que sectionnent 
les asymptotes; et, de plus, le point S, intersection de la tan- 
gente avec l'axe des abscisses qui est tangent au sommet de 
la parabole, sera le milieu de la distance qui existe entre le 
point P et l'intersection de cette tangente avec l'axe des 
ordonnées. 11 en résulte que DQ, abscisse de P, est égale 

à|DZ. 



LIEUX ET PROBLÈMES SOI 

En particulier, comme le dit Archin 
possibilité 

27 

est efifectivement remplie dans le cas o 
la sphère, le point B tombe en Q, et 
n'obtient pourtant qu'une seule solul 
tomberaient de différents côtés par ra 
problème spécial dont s'occupe Archin 
liser que celui qui tombe sur DB. 

Archimède ramène donc son problèn 
sphère à une équation cubique de forna 
qu'on l'a déjà remarqué (p. i53), cette é 
ment une démonstration pour le demie: 
Livre sur la sphère et le cylindre; elle trc 
cation dans quelques questions, posée 
mède, sur la détermination de segment 
perboloïdes de volume donné. 

En revanche, la détermination des r 
nius est un type des problèmes que Te 

Fig. 25. 




au moyen des sections coniques, sans a\ 
équation. Nous nous contenterons d'en 
en langage algébrique moderne •. soier 
de la normale en un point M (,a?, y^ d'\ 
G le point d'intersection, de cette notiv 
cipal, N la projection de M suv \e ïï 
prendrons pour axe des al>sc\sses; pour 
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coup les cas particuliers traités par Apollonius, nouspouvon s 
écrire avec les signes actuels, 

y _ NG 



— /i ^i — ^ — NG 

NG est la quantité dite maintenant sous-normale, et elle 
équivaut à p dans la parabole; ainsi l'équation trouvée se 
change en 

xy — {œi — p) y — y^p = o. 

Pour Tellipse et l'hyperbole, la sous-normale est respecli- 
vement égale à =p -j^, en prenant le centre pour origine, et 
l'équation s'écrira 

b^\ . h- 



( 



^^à^j'^y-^^y-'^^y'''^'^' 



Dans les deux cas, (^i, /i) étant donné, le point (^, j) sera 
situé sur une hyperbole : les points d'intersection entre celle 
hyperbole et la courbe donnée seront les pieds des normales 
issues du point (a^i, y^), 

Apollonius emploie précisément cette détermination pou r 
rechercher en détail combien on peut mener de normales à 
partir des différents points du plan et, dans la discussion de 
cette question, l'objet essentiel est de déterminer les points 
{^\y fi) dont les hyperboles correspondantes soient tan- 
gentes à la courbe donnée : le lieu de ces points constitue, 
en effet, la transition entre deux régions du plan telles que, 
des points de l'une, on puisse mener deux normales de plus 
que des points de l'autre. Et, en cherchant les conditions 
d'un pareil contact, Apollonius trouve comment on peut 
déterminer l'ordonnée d'un point de ce lieu, connaissant son 
abscisse. 

La courbe est celle que l'on nomme aujourd'hui la ofeVe- 
loppée de la section conique; mais, ni dans Apollonius, ni 
chez les Anciens en général, il n'est question d'aucune étude 
plus spéciale sur ce sujet, autre que celle que nous venons 
d'indiquer. 






^°"s avons és-aL '^^^''^sentées « ' 
^«pendant, no, !^''"'" ""'versellt *^ 
^'^«P peu d'imn? . '^^«néra/,sa;f *^**»^ 

^^''^'«at.cuel'p^V,?'' «'ors quT^T?^-. 
^'^« entendu ?^'^"' fournir rt ^*^«^ 
™««* ce Côté de' ''''''''' on ««^^ ^Pl 

P^'cauon des th^ ""' ^Syptien^ ^V^ »^s r:\ 
'^^^ 'nathématl ' " ^^^t, fort î^. "^^ >^s ^ 
pour voï ,^ ™: -• ^éoéra,;,^^*^- « ^ o S?^^. 

et'' '^^ pCrt^rr '^"^ ^1-^^?^;^"-^ ^ 

'! moyen de traj, "^ «^ potiv J^ '^^•^'- ^^ 
'''"^'«'"éSr?"^^ dont rto?.^"""'^" ^eale 

Tr'''"'nsi'i'^^ côtés, iiéJS« "i\^'"- *^";. 

iegré. mJ,' ^t ^ bs simples t-héorèmes de ç 
" %ffUe i'o" résolvait, «les écixiatlc 
*^^y^iait ces at»r»li<iaitioT\s k 
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restreint de la Géométrie, el Héron se contente d'un médiocre 
degré de précision pour ses calculs : ces indications montrent 
bien que, en fait, on a raison d*estimer assez peu ce côté de 
la Mathématique grecque. 

Cette entrave dans l'application aux calculs réels, pendant 
les meilleurs jours de la Géométrie grecque, ne tenait pas 
exclusivement à ce manque d'aptitude pour le calcul dont 
nous avons déjà parlé (p. 46-5i) : les résultats mêmes de 
cette Géométrie n'étaient pas précisément appropriés à 
semblable usage. Les problèmes se résolvent, en effet, sous 
forme de constructions : celles-ci, sans doute, peuvent sou- 
vent se transformer en calcul, comme cela se faisait certai- 
nement longtemps avant Héron; cependant il existe, même 
en se limitant à la Géométrie élémentaire, tout un domaine 
important où cette transformation n'est pas réalisable, à sa- 
voir celui où les quantités que Ton doit déterminer les unes 
par les autres ne sont plus simplement des segments, des 
surfaces et des volumes, mais bien aussi des angles. 

En d'autres termes, aux plus beaux jours de l'époque 
alexandrine, les Grecs ne possédaient point encore de Trigo- 
nométrie; les grands géomètres et astronomes de cette époque 
devaient seulement commencer à combler celte lacune. 

Avant que cela n'eût lieu, on n'était pourtant point tout à 
fait incapable des recherches que l'on fait aujourd'hui par la 
voie trigonométrique : les théorèmes 12 et 1 3 du second Livre 
des Éléments d'Euclide en sont là preuve, puisqu'ils expri- 
ment la même chose que la formule 

a* = 6* 4- c* — ibc cos A, 

et la peuvent remplacer dans toutes les questions géné- 
rales pour lesquelles l'angle A n'est, ni donné, ni cherché en 
mesure d'angle. Comment saisissait-on la connexité entre la 
grandeur des angles et le rapport des segments? on le voit 
aux propositions des Data d'Euclide disant qu'un triangle est 
donné, selon sa forme, sous certaines conditions : d'après la 
proposition 80 de ce Livre, c'est le cas, par exemple, pour un 
triangle dont on donne un angle, ainsi que le rapport entre 
le rectangle des côtés qui le comprennent et le carré du côté 



apposé ^ ,„ ®*0«TJ|/B „,,„ 

"'^ ^^'és siVr-^ angles d ''''"• 

Du rest ' , ^'«'"«'nenf T **" ""'"angle et 1 

^'^'co; n„^f .de cette oatn '^^ «Ocorp! 
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grandeur du Soleil et de la Lune : pour cette recherche qui 
nous a été transmise, et que d'autres, Eudoxe notsunixient, 
avaient préparée avant Aristarque, on se sert du rayon de 
l'ombre terrestre pour la distance de la Lune h. la Terre — 
rayon dont on calcule le rapport à celui de la Liine par la 
durée de l'éclipsé — et de la distance angulaire entre le 
Soleil et la Lune au moment où cette dernière a exacte iTient 
une moitié éclairée. Pour le reste, on opère selon la théorie des 
proportions, sur les rapportsdesdistanceset des rayoj^s, tandis 
que Ton trouve le dernier angle en mesure d'angle : son com- 
plément est évalué par Aristarque à 3°, d'où il déduit que la 
distance du Soleil est 19 fois aussi grande que celle de la Lune 
ce qui revientà admettre, dans notre langage tri go nométriciue 

• In ^ 

sin o°=z — . 

Pour y parvenir, Aristarque utilise un leiTime Qui trî- 
gonométriquement, s'exprime de la manière suivante 

l'angle croissant deoà -5 le rapport -: — ^grandira, et ^ 



tang 

diminuera. Il considère ce théorème comme connu ^* ^^,, 

'^■-■*A*j., ei, nous 

en voyons sans difficulté la liaison avec des recherches anf ^_ 

rieures dont il rend le sens encore plus clair : — - ^^ B 

^'«^ ^ tan^Ô 

sont en effet proportionnels au rayon vecteur et à l'ah*^ " 

de la quadratrice {cf. p. 62), de sorte que les résultat • ' 

se rattachaient naturellement -à l'étude de celte coiirH^ ^^ 

En outre, le calcul des côtés des polygones réguliers a *• r • 

connaître les valeurs sin ^= -> tangô= -:=—-— ^ , . 

62 ^8 sf^.^ ^ * ou hîen 

TU 5 

encore tang^< — ? — en tenant compte de l'inégalité / — 7 

d'où l'on déduit, pour la détermination de sin 3» oii sî '^ 

sin^> — smTT = — et sin ^- < tang ^— ^cr -2_ ^ t 

60 10 o 20 60 60 ^ T^ • === - '- . 

d'où, approximativement, sin3°=r — • 

*7 



GÉOMÉTRIE CALCULANTE. 

Grâce à la double inégalité 

sin0<0<tanS® 
que les Grecs expriment de lan^anièresuiva^^^ 
d'un polygone inscrit est plus petit et ^^1^^^^^ 
conscrit est plus grand que la ^^^^^^^^^ ^^{n 
même procédé peut s'appliquer à une déie 

mative de tt. On a ainsi 

3<7r<3 ^- 

de c 
On savait déjà faire des déterminalioï^^ ^^^ 

temps d'Antîphon et de Bryson (p. ^^'^^ n^\s, 
sanl leurs fautes, on fut à même, ^^^^ .^g^Vi 
de même, à Tépoque d*Euclide, ou poss® ^^ 
moyens géométriques permettant d'avvVv^ ^^ 
précision, moyens qui consistaient daw^ ^ 
mètres de polygones réguliers ayant u^ ^ ^^ 
de côtés. A la vérité, Euclide représente ^ ^ 
quelle, l'irrationalité des côtés c\e po\ï?>^ ^ 
ceux que Ton applique à la conslrnctiou ^^ 
liers, et il ne nous indique n\i.\leTï\ent à^"^^ • 
que l'on pouvait faire dans co genve*, vîv*^^ 
bable que l'on ne s'était point. \]Lr\\ç\netn^^^ 
en question. On peut pareillomont, conc\vv^^\ 
l'emploi que fait Aristarquie dvx oC^lé de V^^ 

circonscrit ( 2 lang ^ j • 

Mais, pour faire un vérltatblo xxsaige dest^*^ 
triques dont on disposait, soit. y3o\xr \xne ^^ 
exacte de tt, soit pour \ji.xxô aix>i>\icalvow V 
mesures d'angles, il faiiatit, c^'stl^orcA c\ne ^^ 
sentir et, ensuite, il fallatlt slIot-s \xne gxa^^ 
.mener jusqu'au bout un oaL\o.vx\ oxx \\ y ava\^ 
rentes racines carrées i ot* ci^ lo^^soin se ùt ^^ 
après la détermination p>l\3.s y>'^^^^s^ ^^ Yo\^^ 
tique par Ératosthène, et. datrxs sat nrkesnre d'v^^ 
dien. Dans cette dernlèx-o quiost.ion, poiiv ^\ 
rence de hauteur du pôle et. Tat a.is^aTlce o 
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longitudes presque égales au calcul du diamètre terrestre, il 
fallait avoir une assez bonne expression de tt : c'est Archi- 
mède, dans sa Mesure du cercle, qui devait vaincre les diffi- 
cultés de ce calcul; aussi allons-nous donner brièvement ici le 
contenu de son Ouvrage, bien que celui-ci ne nous fournisse 
malheureusement aucun éclaircissement direct sur la façon 
dont il surmonta la plus grande de toutes les difficultés en 
question, à savoir la détermination des racines carrées. 

Archimède commence par montrer, au moyen de la démons- 
tration par exhaustion, que la surface du cercle est la même 
que celle d'un triangle qui aurait la périphérie pour base et 
le rayon pour hauteur : la quadrature du cercle est ainsi 
ramenée au calcul de la circonférence. Il démontre alors 
que le rapport de cette circonférence au diamètre, c'est- 
à-dire le nombre que nous appelons tt, est plus petit 

que 3 - et plus grand que 3 — : en effet, le périmètre du 
7 7' 

96-gone inscrit est plus grand que 3 12^, et le périmètre 

du 96-gone circonscrit est plus petit que 3 -t/, en désignant 

par d le diamètre du cercle. 

Archimède parvient à ce résultat en déterminant les rap- 
ports entre les côtés d'un triangle rectangle ayant un angle de 

( -.2? h à l'aide des rapports entre les côtés d'un triangle rec- 
tangle possédant un angle x. S'il cherche alors une limite 
supérieure pour la circonférence, il donne aux triangles 

d'angles ;r et - ;r un côté commun adjacent à ces angles, tandis 

que, si c'est la limite inférieure qu'il désire obtenir, il donne 
au contraire l'hypoténuse commune à ces triangles; mais, 
dans les deux cas, avec notre langage trigonométrique mo- 
derne on peut rendre la relation trouvée entre les rapports par 

I ^mx ( tanff^ 
tang-^= ou 



2 I -h cos X \ sec X -h 1 



Cependant cette conformité n'apparaît point dans l'appli- 
calion : en effet, dans l'une des recherches, on se sert des 




CrËOMÉTRIE CAI-^ 

limites supéâ'io cartes pour lesracir»^ 
lieu la traiTâsitîon ^i^tro les rapp^^ 
même triang-le r*ectangle (sin*-^ "^ 
dans Tautro c^si.s, ori e^mploie les 1*^ 
qui sont exiprincié^s par* des valei^ 
ment form é o s - 

Partant d'uri trîang-Io rectangle <i 

sieurs reprises à. de nouveaux trî^ 
suivant nos notations, cjue 



TT 



lô 



avec 






♦ 1 • ♦ ':»iv^«%t sixix limites do -tt^ ^"® /)^ 

et il parvient air^s* «a^^^ /i^^ 

'rSce u^«^"r"L' ror«ï>oe parle tr«-a//,. 



,s peut '""V;^ .il convientd'attrièoe/ i>r. 

c'estpeut-êtrea 1"^^^ ^^.^„ que l'or» tro«veV^ v, 

c'est le degré *^^ f <j'ai-c de Ptolémée et ^1^ Pi 
les Tables de cordes a «* ^^e« j 

indiens. ot»iï»^**^ renferme, en fait 



L'Ouvrage d'^^ron*"--^ ^ "^' ^^ei, 

^,_-„ures de sin - et des limites 
des limites inférieure; « es s^^^ 

„ G, ï3, ^^' ^^' 9^ ■" "^^ dernier r 

tang- pour ^ "» ^ fo 

" - mare utilisable de sin -2L 

une limite sup^»'*^ i 96' «t 

^»^e <ï«« * *^" ! ® en servir 

d'Aristarque rnorxii ^ ^^ par Apollonius, di,» 

La détermina*»*'" oré^.ise encore du «^«^ d* " 

une évaluation P*"^„t les valeurs, mises en Tablt.^ 
ou de la quantité 'i*^ plus récents astronomes l" 
été transmises P»"^^ cc^r-d^ «i^ ^ ^''*' ciouble. Pour . 
voulons parlei' de '^ coraes aux muliip,es de ce , 
Table complète des ^^^ <!**« ^^ connaître le x\xi 

n'est besoin do r 
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les quadrilatères inscrits, dit aujourd'hui théorème de Pto^ 
lémée, parce que celui-ci en fait expressément usage pour 
le calcul de sa Table de cordes — ou bien encore tout autre 
théorème applicable de la même manière. Un tel théorème 
put être facilement trouvé au temps d*Archiinède et d'Apol- 
lonius et, après eux, dans le moment où le besoin réel d'une 
Table de cordes se faisait sentir; mais la plus grosse difficulté 
fut certainement de mener à bien les calculs nécessaires de 
racines carrées. Or cette difficulté fut précisément cause qu'on 
améliora «ûfAoc les méthodes employées : comme nous l'avons 
dit précédemment (p. 5o), ce progrès fut connexe à l'intro- 
duction des fractions sexagésimales. 

La première Table de cordes d'arc, pour laquelle nous 
ayons un témoignage certain, date du deuxième siècle avant 
notre ère et fut dressée par le grand astronome Hinna » 
elle fut perdue, d'ailleurs, ainsi qu'une autre Table * ' 
ancienne de Ménélas. En revanche, la Table de cordp 
trouve dans la 5//i^a^e de Ptolémée nous a été t^ '-^^ 

et procède par intervalles d'un demi-degré iusn ** "^ise 
de i8o°; fondée sur celles qui l'avaient précédé ^^ ^*^ 

avoir été plus complète qu'elles et présenté une } ^ 
exactitude : et puisque le 5mw5^ est la moitié de la "^ S'^ande 
double, cette Table joue donc le même rôle qn' ^ larc 

sinus d'arcs allant jusqu'à go® par intervalles H* ^ ^^t>le de 
degré. Le diamètre du cercle est supposé égal à ^ ^^^rt de 

sont exprimées d'après le système sexagésii^jg^i ^ * ^^ bordes 
nutes et secondes, c'est-à-dire, comme dans la ^'^^i^rs, mj. 



"Mesure 



encore 



usuelle des angles, en fractions ayant pou^ . , ^^re e 
60 et 60*; le rapport des cordes au diamètre esi "^^^^"^s^leur 
en fractions ayant pour dénominateur 43^ ^onc indini - 
emploi dans l'interpolation, sont adjoints l^g ^' ^Oui» 1 
différences entre les cordes consécutives, tren^•^^^^^^^les h '^ 
respondent aux différences d'arc d'une mirmi ^"^^S q^• ^^ 
Pour calculer cette Table, Ptolémée uiii-' ^^^" 

ment le théorème sur le quadrilatère inscrii . ^^ PHn * 
ployer pour calculer directement la corde* ^'^ P^ui ^^^^* 
ou de la différence de deux arcs : par là ^ la ^rti- 

rème pourrait servir pour obtenir aussi j^ ^^ï^e ^ ^^^Çi 
la corde de l'arc double, ou moitié, mais Ji^^t^^e^ ^^éo 



tléd 



^n 




cette dernière expression d'une co 
équivaut à notre formule sin — = 

En partant des cordes connues on P^^l^^ 
voie à calculer celles de i«3o' et de ^^^ // 
cordes, on calcule ensuite celle de Vstr^ ^^ ^' 
d'interpolation qui repose sur ce que le r^PP?^ 
et l'arc diminue si l'arc aug-mente, c'est-^" ^^^ 

corde o°45' corde i« <^?£^-^A 

—^^45^ > ï > -^^^^^ 

Ptolémée indique une jolie démonstraU^^ 
géométrique employé ici, et Qu'utilisait a^^^î ^ 
fois trouvée la corde de l'arc de i*^, le ibéoreim 
sert au calcul successif de toutes les autr^^ ^^ 

Et puisqu'une Table de cordes joue le ïï^êi 
Table de sinus, on peut, si l'on veut, avec Ci 
théorème de Pythagore, déterminer tout é\e 
angle) d'un triangle rectangle plan au moyen 
éléments, dont un côté; de la sorte, quoique \ 
assez pénibles, il est possible d'olilemr \es 
que comporte laTrigonom étrie plane, lly a» ^'* 
différents exemples de sennt^lables déternA^^* 
importait surtout aux astro no i-i:i es <3e pouvoVr ^' 
de Trigonométrie sphéricfue, et, pour cela, i^ 
sable, avant tout, d'avoir une Géométrie sp\^é\ 

Dans les applications des Tables de cordes, 
usage d'une détermination de d.euit arcs, ^ et , 
leur somme et le rapport de leurs cordes : ^i 
géométriquement, et elle correspond à notre! 

I, ^ sin ^ sio.r ^o^<.i( 

tang-(^-jK)= ilTx ^ -^ sinj^ ^^ 

Seulement, comme il no ^^^^^^^^^^^^édu^e 
non seulement il est néoessaire d y re 

membre, mais, aussi, il Ta ut, ^^^V^'^^ ^^Ve c 
d'un triangle rectangle^ ^ ' ' V^^ "l'^Su'de détert 
côtés, comme chaque fois qu i» » **& 

par sa tangente. 
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27. — Géométrie sphérique. 

En fait de Géométrie sphérique, nous n'avons que le théo- 
rèrae sur le rapport entre les volumes de sphères dans les Elé- 
ments d'Euclide. 

Cependant les Grecs s'étaient occupés déjà de cette ques- 
tion pour l'Astronomie ; au théorème mentionné chez Ëuclide, 
Archimède ajouta, il est vrai, la détermination exacte de la 
surface et du volume de la sphère, mais les astronomes ne 
pouvaient encore en rester là : il leur fallait, notamment, 
des moyens pour caractériser la position de points sur la 
sphère, d'étoiles au ciel, de lieux sur la terre. 

Ils y parviennent en rapportant tout à un grand cercle, 
considéré comme connu d'une façon ou d'une autre, à l'ho- 
rizon, l'équateur ou l'écliptique pour le ciel, à l'équateur sur 
la terre, et ce moyen ne diffère guère de l'emploi actuel des 
coordonnées sphériques ordinaires; tel est du moins le pro- 
cédé qu'emploie Ératosthène lorsque, pour déterminer la 
grandeur de la Terre, il mesure l'éloignement entre deux 
lieux de même longitude et dont on connaît la différence de 
latitude; toutefois les désignations de longitude et de latitude 
ne se trouvent que dans la Géographie de Ptolémée. Au reste, 
nous pouvons rappeler ici que la division de la sphère, uti- 
Usée au douzième Livre des Eléments par Euclide (cf. p. i40> 
répond exactement à une division par de telles coordonnées. 

On peut réaliser une application plus ou moins directe des 
coordonnées sphériques pour figurer les points célestes, ou 
terrestres, sur une sphère faite au tour : c'est, en tous cas, ce 
qui fut sûrement effectué pour les points célestes. 

Grâce au développement élevé qu'ils avaient imprimé à la 
Géométrie, les Grecs étaient encore en état de résoudre des 
problèmes plus difficiles, comme ceux qui s'offrent quand 
on veut représenter convenablement une sphère sur un plan, 
et ils obtinrent même différentes applications de la projection 
stéréographique, représentation importante et intéressante 
au point de vue géométrique. Cette projection consiste, 
comme on le sait, en une projection centrale de la sphère, 
à partir d'un point fixe de celle-ci, sur le grand cercle qui a 
pour pôle le point fixe : elle se distingue essentiellement 
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par ces Mis que, ^^i^^^JJ^e cercle U 

projeté sur Ve P^^j;,^„deuxl "'^ ''''^' 
conservent leurs gi»"' ^ï*s. 

On sait, d'ailleurs, par les applicatif 

qui nous sont conservées, que Jes G 

moins la première de ces propriété 

étroite avec la théorie des deux systè 

iaires sur un cône oblique : on trouve 

des sections cycliques chez Archimède. 

loppe encore bien davantage la théorie 

d'un même cône. 

La projection stéréographique peu 

comme un fruit indirect des théories 

lonius. Elle fut appliquée, au temps d 

reil qui servait à la détermination du 

d'après la hauteur, à un instant d. 

connue. Pour cela, on employait de 

des projections d'étoiles connues, l's 

l'horizon et de cercles horizontaux — 

projetées à partir du pôle sud du ciel 

plement de tourner l'un des disque 

pôle nord, de telle sorte que l'étoile 

sur le cercle horizontal correspondla.] 

On trouve également une autre a 

jection dans la Géographie de Ptolér 

A côté de cette projection, d'une \ 

il en existait encore une plus simpl 

gonale des astres sur le plan horizon 

et le premier plan vertical. Un peti 

qui nous est conservé sous le nom 

connaître les constructions qui se r: 

(le coordonnées rectangulaires pou 

qui sont d'ailleurs semblables aixx o 

descriptive; il nous en montre au. s 



(*) Le même appareil (astrolabe plan isplierc 

l'heure pendant le jour, en observant la l:xa.u.t< 

connaître, par une Table, le degré du zod.ia.<iu 

ment est resté en usage jusqu'à l'invention, de 

Z. 
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tîonSy soit au calcul trigonométriquey soit à des détermina- 
tions mécaniques. 

Pour mieux comprendre encore la nature de ces applica- 
tions, nous allons en considérer un cas particulièrement 
simple, celui dans lequel il s*agit de trouver la hauteur h et 
Tazimut w du soleil à Téquateur, étant données la hauteur 
du pôle, <p, et l'heure, v\ avec les Grecs, nous compterons 
celle-ci à partir du lever du soleil. 

Dans ces conditions, soient ZHZ'H' le cercle méridien, 
ZOZ' Taxe vertical, POP' l'axe du monde, HOH' et EOEMes 

Fig. 26. 




traces de l'horizon et de l'équateur : l'arc HP ou ZE a donc la 
valeur donnée 9. Rabattons alors l'équateur sur le plan du 
méridien autour de sa trace EE' : si le soleil prend la posi- 
tion S, l'arc PS est égal à l'heure connue, v, ce qui sert à 
déterminer le point S; la projection S,, de S sur EE\ sera la 
projection du soleil sur le plan du méridien, et la droite hori- 
zontale SiU, issue de Si, rencontrera le méridien en un 
point S2, tel que H'Sg devienne égale à la hauteur cherchée /«, 
En prenant pour unité le rayon du cercle méridien, nous 
voyons par celte construction que 

sin /i = OU rrz OSi cos cp = NS cos cp =r sinu coscp. 

Ptolémée en tire la même conclusion que nous : toutefois, 
de légères modifications résultent de ce qu'il fait usage d'une 
Table des cordes, et qu'il en considère les rapports au dia- 



mèlre du cercle. D'autre part,, S ^ S ^t.SL\ 
représentatif du soleil au pla.i-x c3.ui xïrx^rl 
mutco, ou l'angle que fait slat^o. \ei xxx^x 
passant par le soleil, est dét,orrrxirxé p>siT 

OU". — 



tango> 



X t X -^j? 



A la manière des Grecs, JP t,o l é xxx é 

dans la figure en posant X^ 



TiOTrrzco est déterminé pa.x^ 1^3 x-sip>x^oi 
rectangle TjOT, rapport qxaî déflrxit:. 
les côtés et Thypoténuse. 

Cependant, Ptolémée n^ se^ t>ox*rx^ pi 
pendraient, dans la Trigo r\ o rxx ^ t^x* i e^ sp 1 
de triangles rectangles; il cl ox^ XX. ^ sixassi J 
delahauteuretdel'azinau-t cl*xa.i:i. sistx^^ i 
naison et l'heure, connaisâstrit, Isi l:xo.tJt,< 
comment on peut utiliser o^t:.t.<3 c^onst. 
mination trigonométriq ulc3 i c^x:* c^e^ o 
notre Trigonométrie sphériqu-e^, cle^ la 
sphérique quelconque à l'a.ici^ cl uri - 
adjacents. Il indique encor-eï comn^on 
diurne d'une étoile dont on posseido la 
connaissait déjà ce problèrr^^:» ^^^ ^^^ i. e^ 

la même manière. 

Au temps de Ptolémée, il <3st -^i-ais- 
cédés étaient généraient ont. conn^^s. ^ 
c'est de là qu'ils se sont propa^^^ imitas 
Arabes et aux Européens ^"^^^^^"^^^^ 

Néanmoins, dans la C^r-ct^r^^^ '^^\^ ' 

tous, nous a conserve t ^f^s^*-*^ -*¥^^ri 

- 1 1 rf=* «5 xn. o t tî o Cl 
fait aucun usage de pavoxiJ.*^=> ri' un tli 
culs trigonométriques à l'o^^d^ ^olutic 

d'une manière très élégante ^^^^-piQU 

blêmes relatifs à un tri^^n^^^ ^fl^ trouva 

qu'à l'époque où ce théox-eî m o ^^^^ ^^ ^^ 

cédés précédents, qui perrno _^ ^té ce 

mêmes problèmes, doivonl- ^ j3li dans 

façons, ce théorème est 
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diverses autres recherches géométriques intéressantes, cet 
Ouvrage sait encore se distinguer des Livres sphériques qu'on 
avait élaborés avant Ménélas en vue de l'Astronomie. 

On voit notamment, dans les Sphœrica, que la notion du 
triangle sphérique, de ses côtés et de ses angles, était déjà 
courante : la dépendance d'égalité et d'inégalité des côtés et 
des angles, dans un ou dans deux triangles sphériques, est 
étudiée, aux deux premiers Livres de l'Ouvrage, avec un soin 
semblable à celui que met Euclide, au premier Livre de ses 
Éléments, pour élucider les questions correspondantes, 
quoique plus aisées, qui se rapportent aux triangles plans. 

Le troisième Livre débute enfin par le théorème capital 
auquel nous faisions allusion tout à l'heure, extension sur la 
sphère d'un théorème planimétrique qui a beaucoup de rap- 
ports avec les sujets traités dans les Porismes d'Euclide, à 
savoir : si une transversale coupe en D, E, F les côtés d'un 
triangle ABC, opposés aux angles A, B et C de ce triangle, on a 

BD CE AF_ 
CD AE BF~'' 

et il est facile de voir que le même théorème subsiste si Ton 
échange les lignes droites avec des arcs de grands cercles sur 
une même sphère, en même temps que les segments recti- 
1 ignés avec les sinus des segments d'arc — avec les cordes 
d'arcs doubles, comme eût dit Ménélas. 

Les applications que donne Ménélas de ce théorème sont 
également imitées des théorèmes plans que l'on pouvait 
trouver dans les Éléments et Porismes d'Euclide, ou dans 
les Ouvrages semblables : et si nous employons pour plus de 
simplicité l'expression de sinus, comme le font les auteurs 
hébraïques et arabes qui nous ont transmis l'Œuvre de Mé- 
nélas, perdue en grec, il est à remarquer, dans ces applica- 
tions, que les sinus ne se rapportent jamais aux angles des 
figures sphériques, mais seulement à leurs côtés ou à des 
portions de grands cercles. Ces sinus — ou, dans un cas 
spécial, leurs rapports aux sinus des compléments, c'est-à-dire 
indirectement les tangentes — remplacent toujours les seg- 
ments rectilignes de la figure plane : on en peut conclure 
([ue les Grecs ne songeaient nullement à mettre les angles 
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et les côtés des triangles, plans ou sphériqi 
générales les uns avec les autres. 

Comme exemple des résultats que peutobt 
moyen de son théorème principal, nous citero 
la sphère du théorème d'Euclide sur la proport 
deux côtés d'un triangle plan et les segments 
le troisième côté par la bissectrice de l'angl 
application encore plus immédiate du théorèi 
fut, plus tard, d'un grand usage chez les astn 
sous le nom de règle des quatre grandeurs : el 
faisant i^voir la fig. 27) AF — - AE rzr 90°, et 1 
Ménélas se réduit à 

sinBF _ sinBD 
sin CE sin CD 

Au reste, puisque Ménélas ne parle pas des 
du théorème général à des calculs réels, nous i§ 
songé à cette dernière application; tandis que P 
nous rapporte les résultats pratiques déduits de 
])ar les astronomes grecs, ne s'occupe que d'une f 
plus particulière dans laquelle, également, l'angl 

En effet, les calculs de Ptolémée sont identi( 
que l'on utilise en Trigonométrie sphérique pour 




rectangle, au moyen des quatre relations qui existent 
trois côtés, ou entre deux côtés et un angle : soietv 
triangle, rectangle en B, et D, E, ¥, les points où 
cercle ayant A pour pôle coupe les côtés dix tT\^t\ê 
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rique; on a 



et 



FE = A, 



ED^igoo — A; 



les autres arcs de la figure sont les côtés du triangle ABC, 
ou leurs compléments. 

Puis, si Ton considère successivement les quatre triangles 
ABC, CDE, AEF et DBF et, toujours, le quatrième grand 
cercle comme transversale, on obtient précisément les quatre 
relations mentionnées. 

28. — Décadence de la Géométrie grecque. 

Le développement de la Géométrie calculante que nous 
venons de suivre, chez les Grecs, continua quelque temps 
après répoque où la Géométrie grecque atteignit, par ail- 
leurs, son apogée; en effet, dans les recherches géométriques, 
ou purement mathématiques sous forme géométrique, études 
plus abstraites et que les Grecs poussèrent particulièrement 
loin, nous n'avons plus à signaler aucun progrès de quelque 
importance après Apollonius. Non sans doute qu'il faille en- 
tendre par là que l'activité mathématique eût cessé aussitôt 
après lui : les bases jetées étaient si fermes, les méthodes en 
usage étaient si fécondes que, tant que les circonstances le 
permirent, il dut être facile aux disciples des grands mathé- 
maticiens de continuer l'œuvre dans les directions abordées. 
— C'est aussi ce qui arriva. Mais cette voie, faisant suite aux 
recherches plus simples des maîtres, ne pouvait dès lors 
embrasser que des questions plus spéciales et moins acces- 
sibles à tous : on s'explique alors fort bien qu'elle n'ait pas 
éveillé désormais un intérêt aussi grand, pendant une période 
de décadence, et qu'elle n'ait pas trouvé autant d'intelli- 
gences ouvertes qu'avaient pu le faire les études moins 
compliquées qui lui servaient de fondement. 

C'est pourquoi nous en connaissons fort peu de résultats. 

Effectivement, nous n'avons que des renseignements isolés 
sur les travaux géométriques des successeurs ou des contem- 
porains des grands géomètres. 
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Ainsi, nous avons déjà parlé (p. 6^^ ^^ ^ 
Conchoide, , 

On nous rapporte de Persée qu'il ft.1 àe^^^^ 
courbes dites spiriques : on admel c\vie ^^^ 
lions (*) de la surface formée pav \a toV^VU 
autour d*un axe situé dans son plaTi (^loreV^^"^ 
avons indirectement rencontré un cais spée\^ 
L'une de ces courbes fut peut-être anléY\exvc 
par Eudoxe, lorsqu'il emploie une oonrY^e ai^^^ 
pour la représentation des orbites six^patTenVes v. 
du nœud de leur orbite : on a svax>posé c\ue e 
nous nommons aujourd'hui le/rtn.£sccx.tG C"^* 

La cissoïde de Dioclès est bien connxxe de noi 
constitue un exemple utile poiaT* l'sit>ç>lleat.ion d 
rentiel et intégral à la Géométrie ; ci'siillenTS, v 
redevable au même auteur d'une nLOxavelle solul 
tion cubique d'Archimède, k l'aide cies secti 

(p. 178). 

En suivant la route frayée par les cliox-ismes de. 
géomètres, Zénodore compara les su-x-faces de p 
ont même périmètre : il aboutit à ce t^héorème ; 
possède la plus grande surface i>ax-rrii t^ontes le 
même périmètre, il démontrait la même propi 
sphère, dans l'espace, et, du reste, nous eilmes^cl 
d'indiquer une telle proposition. ol:i.^z: A^rcni ^ 

Quant aux plus importants des x-ésultats ou 
pus, parmi ceux que Ton ne saurai ■:- a^*-^ ^ ^ 

géomètres, il faut sûrement los x>\^c.€^r- a ^ 
diatement postérieure à celle de ^*:^=> *=> , ^ tard, 
d'autres propriétés purent se faire jo*^* * l sitl:iéi^^^^ 
passagères pendant lesquelles l'espï'i \%jL\-mGt\ 

mait : aussi bien Pappus s'attnn^J ^ duelque 

résultats, et nous allons en m^^^^*^^^ /=c^ ^ trouv< 

Outre la surface spirale plane ^ ir' 



3.& r 



otation 



(•) Probablement par un plan parallèle ^^^.^^-tiorr de Schiap^ 
[-) Lcmmiscate sphérique. D'après^ la re® ^'un cylin^**® ^"^ 

d'Eudoxe est l'intersection d'une spl^^èro e 
intérieurement. (T.) 
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mède, on détermina des surfaces limitées par des spirales 
et qui sont, d*une manière correspondante, représentées sur 
la sphère : cette détermination reposait sur le calcul d'Archi- 
mède pour la surface sphérique. 

La projection de la section d'une surface de vis à filet carrée 
par un plan contenant une génératrice, projection faite sur 
un plan perpendiculaire à Taxe de la surface, est une quct- 
dratrice. 

Pappus s'attribue enfin l'important théorème général sui- 
vant : 

Le volume du solide engendré par une aire plane, tournant 
autour d'une droite de son plan, est égal au produit de cette^ 
surface par le chemin parcouru par son centre de gravité 
durant la révolution. 

Du reste, cette propriété prit plus tard le nom de règle de^ 
Guldin, d'après le nom de celui qui devait la retrouver; elle 
ne diffère pas sensiblement de la représentation géométrique 
qui était appliquée déjà, au temps d'Archimède, aux intégra- 
tions nécessaires pour déterminer le centre de gravité — mais 
Pappus a toutefois un réel mérite pour l'avoir énoncée d'une 
façon générale. 

On trouve encore, chez ce mathématicien, une extension 
du lieu à quatre droites (c/. p. 176). Il définit, en effet, une 
certaine courbe par la propriété que voici : le rapport entre 
les produits des distances d'un point de la courbe à deux 
groupes de droites données en nombre arbitraire possède 
une valeur connue ; — conformément au cinquième Livre 
d'Euclide, le rapport de ces produits est alors représenté 
comme étant un rapport composé (c/. p. 120), et si Pappus 
n'indique aucune propriété de la courbe qui résulte de cette 
définition, il y eut là néanmoins un point de départ important 
pour la Géométrie analytique de Descartes. 

Quelque intéressants que puissent être plusieurs des résul- 
tats que nous signalons ici, une circonstance exprime bien, 
cependant, que l'intervalle de temps écoulé entre Apollonius 
et Pappus ne devait entraîner, en Géométrie, aucun progrès 
sérieux et durable : c'est que, en dehors des renseignements 
nombreux et importants sur les travaux des anciens mathé- 



DÉCADENCE I>12 LJL GÉOim^ -MT^i 

maticiens, renseignements dont n ^ *^^ ^ 
ment servi, il n> a i-ien à signale?*'^ ^^ 
comme théorèmes véritciblement vxcyv^^^^/ 
étonnant que ces cinq cents années &i^^ 
sidérablement la science et l'i ntelii^^^'^'^ 
matiques du passé : on s'en aperçoit ^^ 
ment, aux lemmes multiples que Von ^^ 
aux Ouvrages anciens, et que Pappus ^'^' 
cette période; ils donnent, en effet, p^^/ 
explication méticuleuse qui fait ressorti 
avait su garder la compréliension de T^^' 
Et si, maintenant, on se demande coïïi^ 
dence fut possible pour nne science auss 
richement développée que la Géomélrieg» 
sans doute, d'en attribuer- la. cause ^^ 
stances extérieures que nous indiquions 
historique. Encore n'est-il point là d'e%, 
comme nous en pouvons juger selon i 
d'écrits anciens avaient été conservés*, ç 
l'esprit mathématique perdu eût pu. être a 
l'évolution interrompue. U n*en fut rien et 
tiquité : il fallut, chez les A^rabes, puis che 
temps modernes, que l'on a.pportât a 
antiques une originalité tou-te fraîcYie, 
dans de nouvelles directions, ava.nt de i^ 
parfaitement la substance de ces recYiercl 
La raison de cette déca.denoe, comme dt 
d'une résurrection, il la faut, alors cliercb 
que présentaient les écrits des anciens de 
en possession; sans dou-te nous les avoi 
sant, mais, une fois encore, il est, utile de 1 
sous les yeux. . , 

Un.premier défaut tient, pï-ooisément a 
excite notre plus grande admiration : 
naire que l'on avait dl'as s uï-er une ^^"^^ 

quable, par des formes P^^^^^^J^ ^ccu 
conséquence immédiate d-e cette p ^^^ 
tout ce qui eût pu faciliter 1 ^*^^^, ^^^ c 
mettre l'aperçu d'un siirr^pl^ coup 
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le but de chaque opération. Longtemps, sans doute^ Tintel- 
ligence de ce que recelaient ces formes, sous leur précision, 
se maintint jusqu'à un certain point : on apprit même à les 
imiter en partie ; mais, en y dépensant toute son énergie, sans 
embrasser Tensemble par une compréhension plus générale, 
on en restait fatalement à s'intéresser à ces formes et à s'ap- 
proprier le plus simple de leur contenu, tandis que, d'un 
autre côté, l'admiration de ces formes mêmes prêtait à ce 
qu'elles exprimaient un tel caractère de perfection que cela 
dut décourager des travaux personnels. Au début, du moins, 
les résultats de ces travaux n'eussent effectivement revêtu 
qu'une forme infiniment moins parfaite. 

Un autre inconvénient tenait à la forme géométrique 
qu'avaient affectée l'Algèbre et la science des grandeurs, en 
général, pour l'exécution d'opérations algébriques. Assuré- 
ment cette forme géométrique ne le cédait, ni en clarté, ni en 
commodité pratique, au langage algébrique moderne, autant 
qu'un lecteur moderne pourrait peut-être le supposer : qui- 
conque est familiarisé avec ce genre de représentation, et 
connaît la signification des figures, peut les transposer pour 
opérer avec elles, aussi facilement que l'on transpose et que 
l'on assemble aujourd'hui les expressions littérales; il peut, 
en outre, en montrant ces figures, faire comprendre orale- 
ment à ses élèves les opérations effectuées. Et, en temps de 
paix, aussi longtemps que l'enseignement verbal se dévelop- 
pait à Alexandrie, il en résulta que l'intelligence mathéma- 
tique put parfaitement se maintenir; mais, sitôt que la paix 
eut été troublée, et que se perdit la tradition conservée par cet 
enseignement, on n'eut plus alors d'autre recours que l'étude 
d'Ouvrages méticuleusement élaborés — et l'on régressa fata- 
lement d'une manière sensible. Car la représentation géomé- 
trique de l'Algèbre est d'une lecture difficile, ce que l'on 
conçoit parfaitement en songeant que le texte et la figure 
interviennent chacun pour soi et que, de la sorte, il les faut 
étudier en allant sans cesse de l'un à l'autre. 

A ces défauts, concernant principalement la forme, s'en 
ajoutait encore un autre que nous eûmes souvent Tocca- 
sion de mentionner déjà et qui, lui, est réellement relatif 
au fond même : les mathématiciens grecs avaient une 
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^i haute idée de leur dig-nito scienti/î^^^ ff' 
leurs œuvres classiques tout ce qui n^ I^^^^ 
faitemenl rigoureux. En conséqueno^^ ^^^' 
vu à propos derextraction de Jaraoi«^ ^^r' 
calculs numériques, qui ne peuvent z-^^^"^' 
qu'une approximation, étaient écartés^ ^ 
science moins estimée, la logistique/ ^^ ^' 
même coup les applications pratiques ^^ ^ 
tard, quand on en vint à moins considé^^^ 
science en elle-même, ces résultats eussent p( 
des impulsions nouvelles aux mathémali^i^'^^' 
le goût scientifique. . 

Cette négligence des Mathématiques apP^*^ 
traîner des conséquences nuisibles : elles ap 
nettement en les mettant vis-a-vis des conséc 
geuses qui, pour certaines branches, aUaVent 
méthode opposée. Nous venons de voir, en ef^ 
métrie calculante dut son développement^ ^^^^ 
cations à TAstronomie, cependant que tout s' 
par ailleurs et, en même teiT:âps, ce dé\eVoppet\ 
permit de réaliser d'importants progrès dans V 
calculs pratiques: il s'ensuivit une connaissancv 
nombres, qui contribua certainement à porter 
aussi loin que nous là vo^'ons poussée chex Dv 
^-dire bien au delà du point atteint par les tï. 
^recs antérieurs. 

29. — Arithmétique grecciixe plus récente : 1 

Nous avons déjà renoorxtréî, dans les L^v 
(Livres 7-9), Je fondement soientiflciue général 
Uque grecque : sans doute, oe début ti'a m la 
fermeté scientifique de la base sur laquelle, m 
Livres, il établit la Géométrio et, sous forme ge^ 
théorie générale des grandours ; ^o^^^^^^^' ^,., 
môme généralité de foi-mo.. Airisi, *^.^^|^ ^^^^^ 
nombres, les propositions no ^^^^ ^^'"V^f^exei 
exemples numériques, et, oe^petndant, ae - 
dû servir pour constituer 1^ théox-xe générale 
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que déjà les Pythagoriciens connaissaient certainement des 
exemples de nombres dits parfaits. 

De même, en esquissant l'Arithmétique géométrique, nous 
avons parlé de diverses autres formes numériques, telles que 
les nombres polygonaux, dont on s'occupa de bonne heure? 
et, pour calculer pareils nombres, il fallut nécessairement^ 
dans les premiers temps, se livrer tout d'abord à des études 
pratiques. 

Enfin nous avons vu que, dans la théorie des nombres^ 
l'attention avait été attirée par toute une classe de recherches 
qui concernaient l'application des solutions générales des 
équations du second degré aux équations numériques : on 
étudia les conditions pour que des compositions de nombres 
aboutissent à des solutions rationnelles des équations quadra- 
tiques, c'est-à-dire les conditions voulues pour que cer- 
taines figurations numériques soient des carrés — et, à cet 
effet, on traita les équations que nous appelons aujourd'hui 
équations indéterminées du deuxième degré. 

Nous avons dit, aussi, que ces équations s'emploient dans 
l'extraction approximative de la racine carrée de certains 
nombres déterminés, tels que 2; on ne rencontre cependant 
que des exemples isolés de pareilles équations dans les Mathé- 
matiques grecques antérieures, mais nous croyons néanmoins 
devçir les mentionner ici d'une façon spéciale, parce que nous 
verrons, bientôt, qu'elles furent le point de départ d'une direc- 
tion dans laquelle, par la suite, les Grecs poussèrent beau- 
coup plus avant. En effet, d'abord éveillé par le souci d'aboutir 
à des solutions rationnelles, l'intérêt se porta plus tard sur 
les équations indéterminées, elles-mêmes. 

Durant la période Alexandrine, on poursuivit des études pra- 
tiques sur certaines classes de nombres entiers : il nous en 
est fourni une preuve avec Eratosthène et la manière dont il 
comptait les premiers nombres premiers à l'aide de la méthode 
dite crible d'Ératosthène (cribrum Eratosthenis); on écrit 
d'abord intégralement la suite des nombres jusqu'au point où 
l'on veut arrêter l'investigation, puis on barre chaque deuxième 
nombre à partir de 4> chaque troisième à partir de 6, chaque 
cinquième à partir de 10, etc. — Les nombres qui restent, 
passés pour ainsi dire au crible, sont les nombres premiers. 



'-estpeut-êtreàtor* •. 
^n problème aWH ' '' ^®* ^r-ai,qi 

'^"t question da„?rr.!î ''^ ^^^ "«^ 

^^'^^- ~~ pu/s «;;'?' ^^'•'•««Ponder 
^«"« ies autres „;i'^"^-ci, «« peul 

"«'«"' ies AnCl";',"^"^ apprend 
^" ^« qui concerne /« "««^bres f.o 

. '^^'^ ^or des rfi«i,i*„, **^**c|ixe pouva 

IT^'^-^^near oZll'i^'^ ^«tai^nt de. 
«n rencontre che,r. *'^«0"'e pariicul 

<:ut.fs. «ne sotinide de nombr 

toutefois, le thé...^ _ , 



~ '^ »^»« nombr 

n»=(„î s«nôral exprimé p. 

"^ paraît pas en.i- -^ -+- 3 ) -^ . . . + . 

*'î<^°'-equej.o„3'J«n ^«auooup plus récent 

fers nombres cuS: '^^'^^ l'antiquité, additi 

^«" la formule "ï"®^' ^"^ d'autres termes ci 

P'«Sttlr^^^^^^ ^« celui qui . 

^émonstrS n ' *" ^^ ^'^ écrivain arabe, on 
«'negrecque-!Ml^^^' ^^ i"orme géomélrique, 
tanémenf.„H^ P**"'"'"^^*' bien alors avoir c 
nombre ;2'^"^^ '^^^ Nicomaque et à la s 
»f«s cubiques. Cette démonstration se re 
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suivante en langage algébrique actuel : 

(l -h 2 -f- . . . 4- w)^ — (l 4- 2 4- ... -h /i — l)- 

n (n-h i) n [n — i ) . 

zzz n h n = n^ : 



la différence entre les deux carrés se représente à la ma- 
nière grecque par un gnomon, qui consiste ici dans les deux 
rectangles 

n(n-^-\) 
n (i -h '2 -h . . . -{- n) =: n 

2 

et 

, . n{n — \) 
/^(I4-2-^-...-f-/^— i)=:/i 

2 

Jusque vers Tan 3oo (ap. J.-C.) il n'y eut, malgré tout, 
que d'éparses contributions à un développement de l'Arith- 
métique telle qu'elle était déjà connue aux meilleurs temps 
de la Géométrie grecque et, de plus, nous ignorons à quelle 
date fut connu ce qui nous est rapporté : c'est seulement chez 
Diophante d'Alexandrie que nous rencontrons quelque inno- 
vation d'un intérêt général assez grand, et son Ouvrage 
d'Arithmétique, que nous possédons, montre les Mathéina- 
liques grecques par des côtés dont nous n'avions encore qu'une 
notion rudimentaire et obscure par les écrits conservés des 
mathématiciens antérieurs. Sans doute, le fondement théo- 
rique de cet Ouvrage est le même que dans Euclide, et le but 
des intéressantes recherches de Diophante est toujours, 
comme nous l'avons déjà dit à propos de ses prédécesseurs, 
d'éviter les quantités irrationnelles; mais ces éludes ont 
chez lui, cependant, une ampleur inconnue jusqu'alors : elles 
lui permettent d'établir des exemples pour des problèmes 
déterminés qui, sous des formes très variables, aboutissent à 
des équations avec solutions rationnelles, et, en particulier, 
de poser de nombreux problèmes indéterminés auxquels il 
s'agit toujours de trouver des solutions rationnelles. 

Entre lui et les modes des expositions antérieures qui nous 
ont été transmises, il existe en outre cette grande différence : 
il ne s'occupe que de problèmes numériques spéciaux et 
n'utilise, pour les résoudre, que des opérations purement 



i 



ARITHMÉTIQUE GRECQUE PLUS RÉCENTE : DIOÏ 

numériques, sans établir jamais de Ihéorèm 
alors, non seulement les nombres donnés éta 
mais encore ceux mêmes que l'on cherche « 
Ja représentation géométrique n'est plus ausî 
chez lui, que dans les recherches dont les ré* 
être applicables à des grandeurs quelconques, < 
sent ou non se représenter par des nombres 
des nombres rationnels). Diophante emprunt 
vrai, ses dénominations à la représentation 
comme rectangle pour produit, etc., mais 
traitées ne sont pourtant que des nombres; o 
exemple, à ce que riiomogénéité géométriqu 
observée : c'est ainsi que, sans plus de façons, 
un côté avec une surface. 

Diophanle attache même fort peu d'importan 
générale : aussi, chaque fois que, dans un pi 
d'une façon générale, un certain nombre doitavc 
donnée, il assigne aussitôt à ce nombre une ' 
minée, pour ne plus calculer qu'avec cette valeii 
ainsi l'on n'obtient, immédiatement, aucune so 
problème général proposé, à moins, bien ente 
soit possible, avec l'exemple choisi par l'auteui 
le procédé dont il faudra se servir en général, 
le plus souvent. 

Aussi, Diopliante a bien ■ pour but une s » 
raie, et il n'introduit la valeur déterminée q 
symbole pour représenter un nombre connu, m i 
c'est pourquoi, dans les cas oii tout nombre m 
utilisé, il énonce formellement sous forme de d ( 
triclion nécessaire. 11 emploie souvent encoi s 
duction d'une valeur déterminée comme procé( ■ 
l'inconnue cherchée : si elle ne convient pas, 
vaut la marche des calculs, reconnaître quel] 
doit subir sa valeur d'essai pour aboutir en i 
donnée, ou à la valeur donnée d'une autre quf 
de la fausse position {régula falsi), que ne 
rencontrée chez les Égyptiens, n'est qu'une î | 
simple de cette méthode; mais Diophante s'ei i 
des cas bien plus compliqués. 
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Pour les calculs rétrogrades que nécessitent de tels essais, 
il est indispensable d'avoir une grande habileté dans le ma- 
niement des nombres, et une grande promptitude de coup 
d'œiJ sur les opérations qu'il faut entreprendre avec eux. 
Diophante, avant tout, fait preuve de ces qualités, contrastant 
ainsi avec les anciens mathématiciens grecs dont les Ouvrages 
nous sont parvenus, mais cette dextérité elle-même ne suffit 
pas partout : ainsi, ayant renoncé à la représentation géo- 
métrique, il avait besoin d'un moyen nouveau pour désigner 
à l'esprit une quantité inconnue, de même que ses fonc- 
tions simples. Diophante trouve ce procédé dans un système 
de symboles algébriques, et encore que les symboles ne 
soient que des abréviations des mots du langage écrit, et ne 
constituent nullement, en réalité, un mode parfait d'expres- 
sion pour les opérations algébriques, ce langage remplit du 
moins la plus élémentaire des conditions d'utilité requises : 
il assure un aperçu des calculs plus prompt et plus facile 
que ne saurait le faire une exposition verbale. 

L'inconnue est représentée par un symbole, probablement 
une abréviation {*) qui ressemblait à un ç renversé, autant 
qu'on en peut du moins juger par les manuscrits; ses puis- 
sances, jusqu'à la sixième, sont désignées par les abréviations 
des mots grecs qui expriment le carré, etc., et de pareilles 
désignations sont affectées aux fractions ayant pour numé- 
rateur I et pour dénominateurs ces quantités elles-mêmes : 
on obtient ainsi, outre une figuration particulière pour 
l'unité (^^), les symboles correspondant à 

/y — 6 /y» — O /y» — ♦ /yt—O /v» — 2 /y% 1 ^trt /yti /y>3 ^y>4 ^v»5 /y»6 

%Ay , «X/ , «X/ , %Ây y *Ay f *^ ) *** > *^ t *^ > *^ 9 *^ J «^ • 

Alors, les polynômes composés avec ces quantités multi- 
pliées par des coefficients numériques, peuvent donc s'écrire 
très clairement, et être posés en équations : c'est ce que l'on 
faisait en plaçant les termes à additionner immédiatement à 
côté les uns des autres, et en se servant d'un ^ renversé 

( * ) Ce symbole sert couramment, daus le texte des manuscrits de Diophante, 
comme abréviation du mot grec àpt0(i6ç (nombre) aussi bien que pour désigner 
l'inconnue. Les copistes byzantins lui donnent d'ailleurs deux formes très diffé- 
rentes, dérivant, l'une du sigma, l'autre du cappa grec. (T.) 



pour remplacer x^oti-^ sis^rtG jy^oiris (^).jy 

sont indiquées potjiT* Ist ix:ktj.lt.if>li cation de 

sorte encore, on j3^ut ^/Fectuer ia mt^^i 
nomes; enfin, iyiop^lr»stjrk1:^ sstit G^stlementi 
tiens en faisant pskSS^T* d'un nciGmbre et \ 
termes, facteurs et di^v^is^ tir*s. 

Ce langage cio s^^mJboI^s offre cepei ' 
inconvénient : il r:^'^^ ^ <^^ signes que , 
connue, et ses di^Gin^GS j>ciissances. C/r 
inconnues exig-erait la cr-^^tion cïe douze , 
précisément pa rco cytze les s^/ m Idoles des ^ 
culiers; on n'avait jyoin.t. s^on^G à ceJa et, 
la chose arrive si sou^^^^^^» l 'insuf/isanc 
ment devait fournir- à qui s'en servait J^ 
toute son adresse - 

OrDiophante en fait pr-euve, non seuJ 
des valeurs d'essai, xn^mlom^^GS plus h , 
nues qu'il ne peut expr-im^''- mais d 
encore : ainsi, Jorsciu'urx pi'otolème prese 
tités inconnues ^izi doivent être détern 
données, il choisit entre los inconnue 

veut appliquer sa desigrn^tion, .^'^^ J^" 
1 ^•- ^ '»^.,» il Tjixisse alors i 

de sorie que, dès le début, xi P" ,. .„ 

à l'aide de celle-ci. H «« petzt f^^^l'J"^' 
ne soient pas constantes *^^ „« se I 

exemple, à l'origine, "" „„e deuxième 
dans la suite des calculs, ti ^^ même 

inconnue seront ''«P'~^®®".''^^uancl on re 
détermination de <=*'^*^®'~*^-'' connue est ( 
principale, la premi^'^^ **^ 

P^"^^ wi^T-ations queDio 

Il résulte de ces cousxci«= j-j^aiement, c 

tuer de tête, et représenter -evanche, cel ] 



tuerdetête,etreprésenx*:^* ^-ovanclie, ce 
<les éliminations ; m a i s , ^ ^^^^ 




( M Ce symbole sert pour ^ ^^ ^^ 

tive d'un polynôme étant *^"i^ ^vist***' 
un monogramme pour "Xt, ^ 
laissant, diminué de. - - - C 



2IO LES MATHÉMATIQUES GRECQUES. 

sèment un exercice qui l'entraînait à choisir ses inconnues 
de façon que Télimination fût la plus simple possible. 

On pourrait encore penser que cette insuffisance dans les 
désignations pour les inconnues entraînait avec soi des dif- 
ficultés particulières dans le traitement des problèmes indé- 
terminés : tel n'est pourtant pas le cas car, ordinairemenU 
ces problèmes demandent en termes très généraux qu'une 
grandeur composée soit un carré, ou quelque chose de sem- 
blable, et point n'est alors besoin de notations spéciales pour 
la racine de ce carré, etc. 

Cesproblèmes indéterminés, auxquels il s'agit de trouver des 
solutions rationnelles, méritent en fait la plus grande attention 
dans l'œuvre arithmétique de Diophante. En règle générale, il 
se préoccupe de trouver une solution unique du problème^ 
sans rechercher la solution générale qui implique toutes les 
solutions particulières possibles, mais il ne faudrait pas tou- 
tefois attacher trop d'importance à ce fait si l'on veut bien 
comprendre les résultats que Diophante peut nous fournir, 
car ses particularisations consistent uniquement à donner 
tout de suite des valeurs déterminées aux quantités auxi- 
liaires qui doivent servir à la solution du problème. Ici, 
d'ailleurs, aussi bien que dans les cas précédemment men- 
tionnés, il put fort bien s'apercevoir que ces quantités auxi- 
liaires pouvaient également prendre d'autres valeurs que 
celles qu'il leur attribue. Il y a lieu de le reconnaître, notam- 
ment, quand il admet qu'une grandeur formée d'une certaine 
manière doit être un carré, et remplir simultanément une 
autre condition; car il ne suffit pas alors de donner une va- 
leur déterminée à la quantité auxiliaire qui doit conduire à 
un carré : au contraire, cette grandeur devient elle-même 
une quantité inconnue œ, au moyen de laquelle Diophante 
doit exprimer en général les quantités cherchées dès le 
début, pour en revenir ensuite à déterminer ^ à l'aide de la 
deuxième condition donnée. 

Parmi les équations indéterminées que Diophante a l'occa- 
sion de résoudre, il s'en présente une grande quantité des 
formes 

(j) y^ = à^ X- -{- bx -h c 
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et 



(2) 



^2 



hx 




alilh. 'PP^"T»« ^ notre aide, pa 
algeb ique moderne .- la première < 
pos «,:, = «, + ,, ,3 ««<=««<*«. en pas 
quoi 1 on peut, sans difficulté, expri« 

ri, ' .,''' ^^ '*'" ""^^^^ F»ourra admet -. 
rationnelles - pourvu toutefois qu'elles 
aucune autre quantité- On voit que J 
Ployees là sont exactement les mêmes <ï 
sert à présent pour rendi-e rationnelles 
"•rationnelles. 

C'est à la dernière des formes d'équati* 
réduisent les équations simultanées ou fc» 
sion deDiophanle, \'é^M.ce.££on. double, 

(3) )' jk'' = «■ ^ -+- *% 

/ ^^ c? .27 H- *': 

^t \\ n'est même pas néoossaire que le <I^ 
ïïîême dans les seconcis ixiembres, pourv 
sou un nombre carré, puîscfu'on peut alo 
même valeur dans les ciou-x: éciuations en 
d'elles par un carré. ^ . ^ 

Admettons, pour simplifxor, cjue ce soit ^^-J-^ 
traction des équations, et on oxprimanto? en * 
obtient 



<3J- 

- S 





Cl — c 



%\z~t + b, l'on a 



^> <: 






équation qui est de la forme (^>-^_^^ ^ .._ «u P^' 
Grâce à d'autres artifioes du «'^^f^f ^^^tée gré'^ 
algébrique, et par conséciixent ^ "^f ^^^^ spécial 

même encore au moyen ^"^^J proposés, Dîophani 

prietés numériques des nombres t» v 
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moins, trouver aussi des solutions particulières rationnelles à 
d'autres équations de la forme 

Îj*i=: ax^-\- bx -f- c, 

mais, toutefois, à celles-là seulement où c et /, ou bien a 
et d, sont en même temps des nombres carrés.' 

Or c'est seulement en voyant Diophante traiter une série de 
problèmes particuliers que l'on peut saisir sa méthode géné- 
rale; aussi convient-il ici de donner un spécimen de ses pro- 
blèmes et du traitement qu'il leur applique : le sixième pro- 
blème du sixième Livre, par exemple, a pour but de trouver 
un triangle rectangle tel que la somme de la surface et d'un 
côté, exprimés en nombres rationnels, soit égale à un nombre 
donné. Et, dans la reproduction de ce problème, afin de 
mieux faire saisir les points où l'auteur emploie ses symboles, 
ceux où il les omet, nous nous servirons des symboles x et œ^ 
à la place des signes originaux de Diophante, tout en gardant 
les autres lettres pour exprimer les nombres qu'il rend en 
langage ordinaire : alors le problème a donc pour objet de 
trouver des valeurs rationnelles de A, B et C qui satisfassent 
aux équations 

et 

^AB+A = a, 

dans laquelle a figure un nombre donné. 

Diophante donne tout de suite à ce nombre a la valeur 7 : 
il suffit ensuite de prendre comme valeurs d'essai A = 80?, 
B — 4^, G = ^x, pour satisfaire à la première des équations. 
La seconde équation donne, maintenant, 

et, pour que cette équation ait des racines rationnelles 
il faut que T-i-6.7 soit carré : il est vrai que ce n'est 
point le cas mais, cependant, en calculant avec des nombres 
déterminés, Diophante a découvert la manière dont la quan- 
tité qui doit être un carré se compose avec des quantités 
proportionnelles aux côtés du triangle. 
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Il arrive donc au résultat que nous att 

en posant 

A = «cT, B = |3^, C =: 

à savoir que la condition pour que les s 

11 * ^^ «P 
nelles est que -7- -1 --i soit un carre. 

Comme cette condition ne dépend au 
des côtés, on peut admettre ici a = i ; 
visoirement (3 pour inconnue x^ et le 
d'essai fournit 

D'après la première équation donnée, 01 

\^x^ — E-, 

et ces équations simultanées sont de 1; 
Diophante en déduit Téquation 

^(^ — i4) = E2— D- 

d'où il conclut que D est la demi-différen< 

à-dire égal à 7 : d'après quoi xz=i —^ 

en décomposant en facteurs le second n 
équation, et en posant E-t-D = ^, E — I 
ainsi trouvée pour x représente le rapp< 
triangle rectangle cherché. 

Donnant ensuite à ^ la même signil 
Diophante insère A=7a? et B = 24'3? dai 
tion donnée : il en résulte 

7. xix'^ 4-7^ = 7, 
d'où 

X^\, AzzzZ, B=:6 

4 4 

Pour donner une idée encore plus 
problèmes considérés, nous allons ch* 
exemples auxquels nous adjoindrons d 
sur leurs solutions d'après Diophante. 
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II, ao : Trouver trois nombres carrés tels que la difTérence 
lire le plus grand et le moyen soit dans un rapport donné 
rec la différence entre le moyen et le plus petit ; si l'on 
îsigne le plus petit par j?', et le moyen par ( a^ -+- <» )-, le plus 



and sera 



(j:4- a)^-l- /w[(j?H-a)* — a?']. 



a condition pour que ce dernier soit un carré est exprimée 
ar une équation de la forme (i), mentionnée plus haut 

Diophante se contente des valeurs suivautes pour J 
ombres donnés : /w = 3 et a — i. 

III, 2 : Trouver trois nombres tels que le carré de 1 
)mme fournisse de nouveaux carrés quand ou 
liacun des nombres. 



y ajoute 



Diophante représente la somme par ^; les condif 
ront alors remplies si les nombres cherchés sont *" 



t si 



sont 



(a« — l) ^* -+- (6^ — JC^ + (C* — 1 ) a?* rnz: 



a: 



'où résulte pour x une expression rationnelle. 
Diophante n'indique pour a, 6 et c, que les valeurs ^ 3 et ^ 
IV, 27 : Trouver deux nombres tels que leur produit aus- 

lenté de chacun des deux nombres, soit un cube 
Diophante égale le premier nombre à a^oc, le second à x^ i 

it donne à a la valeur 2; de la sorte une des conditions est 

mmédiatement remplie, et il faut encore que 



y^ ^:z a^ x^ ^ X' -^ a^ X 



Conformément à la méthode suivant laq\xel\ 

iquations carrées indéterminées (0 et c*>\ ^ ^^*^ 

. r.- * ^^ )> on résoiif 

iquation cubique en posant yz=iax — . *« .. '^^«ut 



ï; 



cetto 



iquation du premier degré qui détermine Z!^ ^ ^^'^^^^ \^^e 

C'est ici le lieu de remarquer que plusiei 
raités par Diophante lui sont une occac^î ^ ^^ 

lombres, celui-ci par exemple : un j^^ 



'^^l^, 



\ 



connaissance de certains théorèmes relg^^. J^ ^^ Yy\ '^v^ 
a*4- 62) (c^-i-ûT^) peut se décomposer d^ J^^^ ^ ^^>\.^ 



Ux 



^tv 









^sN 



\ 



^^> savoir . 

' Ouvrage rf^ ,1 ® Pose . ^*it »,^ ^e»«^ '^ ^u 
''"«'àj'él; "«finir u,i . 1« «^es» **»^ Per^ ®^voi 
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problèmes se posèrent de très bonne heure, vraisemblable- 
ment aussitôt après la découverte des quantités irration- 
nelles ; ils continuèrent de s'accunfiuler ensuite par delà 
1 époque où le reste des Mathématiques grecques cessa de 
se développer, peut-être même jusqu'au temps de Diophante 
qm aurait alors grandement contribué de sa personne à enrî' 
chir cette collection. »"»neaemi- 

Nous sommes donc en présence ici du développement ner 
sistant d'une branche isolée de la Mathématique e ce L' 
tient, sans doute, à ce que l'habileté dans le calr-.,! • 
tante pour cette branche, se développa petit à r^'^tit ^'"P^!'" 
pour les besoins de l'Astronomie, en paruèV,àce ' ^^'''" 
avec un autre peuple, les Indiens. ^ '^''^ *" •''^"^acl 

Par son commerce, en effet, Alexandrie nn..a h 
avec les Indiens: or nous verrons qu'ils r»oss.srf " relations 

aptitude à dénommer les nombres, à les reoré'^" ^''^"'*'' 

culer avec eux; et cette habileté existait m ^ ^^"*®'' ®* ^ <^»'- 
eussent inventé le système de position, c'est ^-"!f *^^"' ^"'^1» 
actuellement usitée d'écrire les nombres G ~. ^""^ '* manière 
commerciales, cette aptitude put notanim "^^^^^ *"^ relations 
Grecs d'alors qui étaient encore, au poinid "* réagir sur les 
maliques, dans des conditions assez favor hî ^*^^ **^^ Maihé- 
s'en servir; à ce contact, les Indiens reçu ^^^^ pouvoir 

partie des résultats mathématiques des r^"^ ^" retour une 
nous le verrons, ils en profitèrent, spécial ' ^^' comme 

où l'on pouvait les convertir en opérati ^""^"'^ *^^"s les cas 
mais, toutefois, sans avoir jamais su an *°"^ "^"mériques — 
spéculations théoriques des Grecs. PPï"ofondir les exactes 

Pour ce qui concerne, en particuliei» i 
de Diophante, langage qui s'écarte partitii "^^^^ symbolique 
nous rencontrons chez les écrivains ind" "***^*^®l"ique 

récents et dont les œuvres nous sont *^eaucoup plus 

besoin d'y voir aucun emprunt aux et ^**'"^^"ues, il n'est 
abréviations qu'il utilise s'offrent d'eli ^^'^^^^s : en effet les 
veut exprimer les compositions foraié*^""^^"*^^ **^s que Von 
connus et inconnus, ou même tout sim^f ^^^'^ des nombres 
mémoire sans se servir de l'ancienne ^^^"™ent les fixer pour 
trique; et si l'on avait une seule fois ^^^^^^ntation géom' 
lions, leur grand avantage dut apparaît ^°*.P'«yé ces abrévia' 

" ^"-"«édiatement, en 
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tant que procédé pour avoir un aperçu net sur le^ 
Le langage conventionnel de Diophante ne se const 
point nécessairement par évolutions successives : iJ 
bien avoir été Toeuvre de Diophante lui-même, oud' 
prédécesseurs. 

Ici, enfin, nous pouvons jeter un coup d'œil su 
tance qu'allaient présenter plus tard les œuvres de I 
le caractère numérique, que revêtent chez lui leî i 
déterminées du premier et du second degré, dut 
équations beaucoup plus facilement accessibles 
de prime abord, n'élaient pas initiés aux Mat 
grecques; plus accessibles, certes, que ne le po' 
les formes géométriques et abstraites qui affec i 
ment, les équations du second degré chez Eucli 
sous lesquelles les équations des deux prei 
sont traitées dans les écrits conservés d'au! 
géomètres. Aussi est-ce principalement par T i 
TAlgèbre grecque passa chez les Arabes, intei 
devaient à leur tour lui permettre de rentrer 6 
du réveil des sciences. 

Par ailleurs, on ignore dans quelle mesure U 
indienne fut influencée par la méthode de DU I 

traitement des équations indéterminées; à c i 

dant, les écrivains arabes continuèrent son a ! 

la même direction que lui, et, en Europe, I 
enfin connaître Diophante, non plus par l'ii 
Arabes mais dans Toriginal, les études su < 

nombres prirent un nouvel essor : il nous su 
à ce propos, que Fermât fît une étude trè 
l'œuvre de Diophante. 



1 



LES MATHÉMATIQUES I]\ 



± . -/Lx>erçii rsL]^ide. 



Nous allons maîri tenant rxouts occuper ( 

indiennes, qui ciev^ai^nt: ^xier-oor une influe 

«ur le développomoi:it; do mot^r^G science, < 

directions, il est vrai, que les 3Jathéniati(; 

cette influence so Tr^SLTxl^GSt,^^ d'ailleurs, bea 

communication rrt^rxxG do l'.A-r-ithmétiqueind 

écrivains que nous sirzrons à. mentionne 

auteurs nous transmirent la connaissance i 

que savaient, de ce que prouvaient, en généra 

liciens de rinde : ils ont ^cr-it en sanscrit, lai 

^lors, mais utilisée d'autre part par JesBrahm 

Ouvrages religieux et soientificfues de lamêm 

plus tard, les Européens omploj^èrent le latin. 

Les plus anciens, pax^nni oes éerivams, donn 

géométriques pour dresser le P*^'^ J^« '^^P 

même nature que oeUes des Harpedonaptes 

aiuic ^u»= i^c^ïiftlles nous rencoDt 

EevDte (n m^ *»t. dans lesq»-»*^*'^'' 
.^^P'V ., «' ^« la Cîéométne grecque : 

traces de l'influenoe "^f^^^^^^.^n^s des transfor 
vons en particulier <ï"^\*l"t,re géométrique, 
nous connaissons de 1 ^'^^gt^onomes indiens qu 
C'est, du reste, chez i« ^^ portion vivace de k 
puiser la connaissan ce *^ ^ astronomiques conti 

matiques : soit que les ^^stinées à venir en aide à 
parties mathématiques ^ ^^^s mathématiques ap 
mie; soit que des ""^'^.^jj-position de cette sciem 
accidentellement daris ^^^^^g que nous trouvons 
le genre des ^^^^^1^%"^ ^^ du iv" ou du v« siècle a 
écrit, Sourya '^''^^^'^^„„u ; A ^^y^^hatta, né en ^yô , 
dont l'auteur reste me .^j„atique dans un Ouvra 

fit entrer un Chapitre r»-* 
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ironomie; puis le douzième el le dix-huitième Chapitre d'un 
grand Traité astronomique par Brahmagoupta^ né en 698, 
ont déjà une plus grande importance au point de vue mathé- 
matique. 
Les deux Ouvrages beaucoup plus récents de Bhâskara 

A 

Acârya (c est-à-dire le savant), né en iii4, qui portent le 
titre de Ltlâvati (c'est-à-dire la belle) et de Vijagantta (cal- 
cul des racines), nous procurent enfin une notion plus com- 
plète sur les particularités de Ja Mathématique indienne : le 
premier traite à peu près ce que nous appelons Calcul et 
Arithmétique, tandis que la matière du second répond assez 
exactement à notre Algèbre, Quant au nom du premier de 
ces essais, il faut Tentendre en ce sens que c'est l'Arithmé- 
tique même qui est la belle : car il en est parlé dans les pro- 
blèmes en termes lyriques qui s'accordent assez bien avec la 
tournure poétique qu'ont souvent les énoncés. Il existe du 
reste une légende suivant laquelle cette belle serait sa propre 
fille, que Bhâskara essaie de consoler d'une amère déception 
par l'attrait de ses calculs. 

Bien que les Indiens aient eu, sans doute, une Astronomie 
primitive, très ancienne, et apparentée avec l'Astronomie 
chaldéenne, le Sourya Siddhânta paraît néanmoins avoir été 
fortement influencé, soit par Ptolémée, soit par des astro- 
nomes grecs plus anciens - à tel point que les éléments qui 
peuvent être d'origine indienne n'y sont plus guère discer- 
nables; d'ailleurs, il faut observer que l'influence grecque 
sur la civilisation indienne, et inversement, remonte cer- 
tainement à l'expédition d'Alexandre; elle put donc se pro- 
longer ensuite, en partie grâce à quelques colonies en 
partie par les relations commerciales dont le centre était 
à Alexandrie. De sorte que, si nous rencontrons chez les 
Indiens des théorèmes et des opérations mathématiques 
connus des Grecs, tout nous porte à penser qu'ils ont été 
précisément empruntés aux Grecs; mais il faut alors recon 
naître que les Indiens développent des vues qui exigent un 

traitement numérique poussé bien an f\a,\\ a . , 

^ .. • 4 • • , ^^ ^^^^ du point que les 

Grecs atteignirent jamais avec leur mîcû ^« . 

, ,, , ? ^ ^ ™*s^ en œuvre stricte- 

ment théorique. 

En fait, les Indiens ne manifestent o„ 

""t aucune aptitude pour la 
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possible, les moyens dont on se servait pour le calcul des 
nombres, avant l'invention du système de position, avant, du 
moins, que ce système ne fût connii dans les milieux dont il 
s'^gil, et en indiquant au passage les' moyens plutôt insuf- 
fisants dont, entre autres, les Orecs eux-mêmes durent se 
contenter, nous pourrons toujoixrs donner ainsi une idée des 
difficultés considérables qu'il fallut surmonter pour parvenir 
à ce système même. 

Quant à la grande importance de ce système, non pas uni- 
quement en tant que mathématicfue, mais encore pour les 
choses les plus journalières de l'humanité, il nous paraît 
inutile d'y insister. 



2. - Noms et aignes des nombres; numération avant 

les Indiens, et. oli.oz 



Une mère qui veut prendre ij»^^ _ 

f ^ , u« • ^ ^*Ae pomme pour chacun de 

ses 7 enfants na pas besom de or^^»^ * , 

I . . p • ^^^^ naître le nombre 7, non 

plus que de savoir que 2 fois 7 :z=zir t r ^ ^ /> 

chacun : elle en prend une, tout Jz^ ^.^"'^ ^" ^^""^'' ^^^^ ' 
Jean, pour Louise, etc. Elle appx^oc^^^""^"^' '''' '*^"''' P"""' 
de l'idée de nombre, si elle a remar^^ davantage, il est vrai, 
dans le premier cas, une pomme t?^^ "^""''^ *"' *"^"^ prendre, 
main et pour le premier et le de "^^^ chaque doigt d'une 
mais les doigts n'ont rien à faire ^^^^"^^ ^^^^^ ^^ Tautre, 
nombre doit leur être égal, ici les r> ^^^^ les objets dont le 
ment, pour la mère, des sig-n&^ ^^ncimes : ils sont simple- 
prendre, — des désignations. ^ ^^ quantité d'objets à 

C'est de cette manière que les 
l'idée de nombre; on le voit à ce q^i^^^^^^^ ^^ sont élevés à 
gner de plus grands nombres, err^i^ 1 .^^^sque tous, pour dési- 
le système quinaire (celui-ci sim|^j ^^^t le système décimal, 
au décimal), ou le système vigésirtiai '^^^^ comme transition 
formés naturellement, quelque terri o ' ^^ ^^^ systèmes se sont 

Quand on eut alors dénombré x ^^*il ait fallu pour cela, 
au delà, et que, à la façon d'un Peiii^/^^ ^^s doigts, ou uième 
compté par un homme entier p.our c^ ^^ ^'OrénO^^^^ ^" ^"' 

(c'est-à-dire les doigts des mains et cî ^^^"^'^er le n ombre vingt 
sairement reprendre ce compte po^jT^ Pieds), u fallut néces- 

^^^^ sidérer combien dfr 






fois on avait oompt^ de ^^^f"]ff;J'/''*&t^i„^ 
encore d'unités «« cfoJà de ^« ^y^°«' d« J« w" 

naquirent les -e^I''-^^^'^"^ ""^etiT- !» ^"^ " 
désigner par « -^ %TA^tl?«« î>-- io^,:^^ ^ 

ripiirc dizaine oii v^iiie»-**"^ ^ "iue 7e crer 

neure, aizaint; *^ ^^ „„ fut venu au nr».-ir,, 

et l'emploi des rxombr-GS en dévassât I^ '^" 

A A- • ^ ^., rl^s vin^tskxnes, aepassàt même d 
des dizaines, ou des ^^s unités potentieJles p/„^ 
il fallut alors former des " anciens A:,t^ 

a k;^« cîomine ies anciens Aztèques , 

10»..., ou bien, <^^^ pouvoir représenter de 

nombres de la f orna e ^^^ alle^- aussi loin que /e 

Dans la pratique, o sit>il"*^ indéfinie de forme 
fit sentir; mais la ^*^ -^e en valeur tout d'abord 
supérieures ne fut "^' vue plus scientifique, < 

meut, qu'à un P«*"* ,.^'^^^>-^. 
Archimède dans son ^'^ -^ systèmes décimal et v 
Ainsi furent formas ^^g' peuples qui vont, se 
dernier fut imagri né par ^lais dans leurs habitati 
soit comme les Groenla*^ ^^ ^^j est des vestiges 
les pieds nus; mais, ï**^ jj^^sieurs langues d'Euro 
système vigésimal <*^"®J;„s j» moins curieuse), il 
à ce point de vue »'^®*-^„„ent vraisemblableme 
gine plus récente et *^^"^ai„e, était commode c 

l'unité supérieure, la ^^^^f^ pour la vie courant^ 

1 ^^TTàrv-ieX'OO *=^ ^ *^ ^r^nons de citer, ( 
cas pour le cotnï»*^* ^ovis ve»^** > 

. r . . ^^«i cfxxo Ti^^^ rlîvision des mo 

unités supérieures M. ^«iris 1^ ciivx» 

1 A /l'îiiTtx-eîS ci«*** avait indiquées 

vent employé ^ ^^^"^ ^^ ^^^^^T» ^ype «"<=<>re Pl' 
sures et poids, q«« i, ^« - 3 : ""^^^ésimal, d'orij 
pratiques, telles ^^^^ tyP® sexaçe s 

de ces systèmes ^^^^^^^s déjà P^Ye^ emières él 
nienne, dont nous f - lication et ^^^.^^ .^^^^ 

L'addition, la «^^^^^Jes, P» ^^ ^es nombres; d'à 
puissances sont P forï»»*^^ ouvent aussi la s 
comme base de ce utilisa s ^.^ ^^ j^^.^^ ^,^p 

la numération, on ^^temP^®.^ ^^t (c'est-à-dire 

comme pour 19 ^ ^^^ ^A<="»f^*''^_g^_dire vingt-défec 
ç'ig'mtt, en sansc - C «^'^^^^^npter avec les m 

simplement «i^^^^'^T/nt P**^'' 
Si, aujourd'hui, t.a 
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formés que pour les écrire, nous nous servons d'un seu 
même procédé, il n'en fut pas toujours ainsi, et Ton a p 
employer d'abord, pour retenir momentsménaent les nomore 
nécessaires au calcul, le même moyen cjue pOUP là numéra- 
tion, à savoir les doigts. Chez tel peiaple d'Afrique, pour 
retenir les différentes unités, il fallait qu'un homme tînt un 
doigt levé par chaque unité simple, ixri second homme un 
doigt par dizaine, un troisième un doigt par centaine : un 
homme seul pourra, de différentes manières, utiliser dans le 
même but les phalanges de ses doigts (calcul dactylique des 
Grecs et des Romains). 

Enfin, d'autres moyens mécaniques Turent employés jadis 
et le sont encore maintenant, aux points du monde les plus 
divers, comme ils l'ont été par les anciens Grecs par les Ro- 
mains, et au moyen âge en Europe ; ils sont utilisés aujour- 
d'hui dans le monde civilisé pour des fins spéciales (calculs 
au jeu de cartes), ou comme méthocies d'enseignement dans 
les écoles primaires : amsi les planches de calcul, les machines 
à compter et les jetons. Les planches à compter sont Hiineôca 
en colonnes pour les unités de mèrae esnè * ^uui Ulvisèes 

celles-ci par de petits jetons, ou d'autres ^^' ^^ ^^^ désigne 
machines à calculer, empruntées pa.r l'Ê '"Q^es; dans les 

asiatiques qui les ont dès longtemps prati - ^"^ peuples 
sont remplacées par des cordes ou cies h ^^' colonnes 

quels glissent des billes, ou tous autr '"^^^.^ ^^ ^^^g des- 
colonne, ou chaque barreau, peut com ^*^jets : chaque 
sions, dont l'une porte 4 ou 5 «^ar-q^ç J^^^^^'^ ^^^^ subdivi- 
telle espèce, et l'autre i ou 2 marques '^^^^ ies unités d 
fois plus grandes. — Quant aux jetons à ^^^^' ^^s unités cin^ 
différentes formes pour les unités h^^c -..^^^Pter, jj ^^n ^ . , 
f\ -• • ' * ^ ^iver^*:^o ^ ^st de 
On reconnaît aisément ce que q^ • ^ espèces 

pratique pour exécuter des calculs • ^'^^^'^^'^cnts o t ^ 

nombres, addition, soustraction et rv. 7^P*^s sur ic»c . ^ 

^ulfini- ^s petits 

nous arrêterons donc pas à en étuH* ^ ^^^*îon : n 

d'emploi selon les différents lieux ^^ ^^s div#^r»c. J^^ 

Mais voici que l'on approche hien h 

«avantî 



tème numérique lorsque, tout en se "-^^e d^ ^ 

par colonnes, on y inscrit des sign^^ ^^^""^"l^ de la aZT' 

à 9, au lieu de poser des marques sur ces ''ombres d 

^ colonnes. Au resV 
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il ne suffit pas, pour cela, de savoir écT\t^*^ w^^^^ r ^0^ 
même temps, connaître ses tables d'aàôÀVvO ^^i^%'^^ ^i 
cation, — ou bien alors il faut etnploy ex ^^*^ ^^«^ ^^ . 
vu qu'il ne s'agit plus ici d*un 3evL ô.e tft^ o^>^''^^^ ' 

mécanique : et Ton parvient au syslèttiei ^^^ tvç.^>^^ 
au lieu de se servir de colonnes traicées ô!^ ^^ çp^ 
ces colonnes avec les chiffres eixx-mêiTxies-^^ r^o^*:»^ 
besoin d'un signe qui tienne ixiio pla.ce, 'S»^^ i 

valeur propre : c'est le o. \ die ^^ i 

Naturellement, le zéro ne fut x>sls IriL^ervVèV^^ ^^^^ 
la preuve, c'est que le système <ie ï>osÎLt,ioT\ se ^ ^^ .^ i 
longtemps: d'ailleurs, lors mémo c^ul'II otitété^^ Yx\«,^\ ■ 
un certain développement pour s'orx appropnet ^^^^ , 
pour pouvoir s'en servir il faut, xnon. soviletnetvl % .^, 
et avoir appris quelques tables coir^rrio daïis le ^^ ^^ 
d'inscrire les nombres dans des oolor^nos préaU ^^^ 
cées, mais encore, jusqu'à un. oor-tair^ ^^^^^v^-^esc 
élégamment et régulièrement, afin que ^^^ ^^^^^^^ 
exactement leur place — ce qui oixig^e? enoore p ^ 
que lorsqu'on a la ressource ci'xxisor-ix t? ^ 
de chiffres que Ton veut, y compris ^^^ r>rocédés 

A l'exception des deux demie i-s, ^^ ^^ connais 
indiquons ici n'exigent aucun erxient ^^^x pour 

l'écriture, et l'on en peut dire tout ^^^^ation é 
miers stades du développement de , ^^^.^tion des 

consistèrent simplement dans 1^ sxxbs^ i^ j^i^cGS. O 
fixes aux jetons mobiles, billes ou ^"^*'^^ ^^jourd'hi 
une marque par unité, absolunnent ^^^^"^^^^-^^erit, paLV 
quand les unités se présentent suoce^si ^ ^^^ marqi 
dans le dépouillement d'un scrviti^^ - ^ ^lauveau 
vaîent, prises ensemble, en^endr-ex' ^ toutefois / 
pour 5, ou pour lo, nombres q\ji ^ufen ^^ ^^^ ^^.^ 
leurs marques spéciales — de tném^ ^^ tiori cohéi i 
rieures. Ainsi l'on parvient à une désig^^^ ^^^ ^^ ^^ 
nombres, comme celle des Romains P^^^^yre^^^'^ ' 
exemple bien connu, et il est aîsé d^ ^^ Jriêftie tei 
naquit une telle écriture numérîrtae, ^^ ^^tis avoi \ 

serait facile d'en trouver la T^^ êttl^ ^^ 
indication méthodique préalak ^' ^ 
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Les Grecs, primitivement, et comme cela résulte des vieilles 
inscriptions, écrivaient les nombres de cette manière; et ce- 
pendant, dans la littérature qu'ils nous ont fait parvenir, ils 
emploient des principes tout à fait opposés pour leur numé- 
ration écrite. Chaque nombre entier d'unités, dizaines, cen- 
taines, possède, en effet, sa lettre propre : on écrit 

a, |3, y, . . ., 0, {f X, . . . , p, (T, ..., 
pour I, 2, 3, ..., 9, 10, 20, ..., loo, 200, ..., 

et, de la sorte, on aura 8o3 = coy, 83 = 7ry, 833 z= coXy . 

Au premier abord, on ne trouve point là de caractère 
systématique, et cette sorte d'écriture paraît être un recul : 
rien n'y fait distinguer ce qui est de la même nature et, par 
exemple, les signes (3, x, a, n'indiquent nullement qu'on est 
en présence d'unités de différentes espèces, mais en é^^ale 
quantité. Néanmoins, on voit que les Grecs représentent un 
nombre beaucoup plus brièvement que les Romains, et l'on 
ne doit pas considérer cette écriture numérique comme 
appartenant à un stade inférieur du développement des 
Mathématiques, même si c'était la seule chose que nous con- 
nussions chez les Grecs. 

De nos jours, bien des philologues ont abandonné cette 
vieille façon de voir suivant laquelle ce serait le signe 
du développement élevé d'une langue que de former tous les 
mots, comme le fait la langue latine, par des règles com- 
plètes, et de les assembler de manière que, sans avoir aucune 
idée du contexte, on puisse voir le rôle de chacun d'eux à la 
forme qu'ils affectent — et reconstituer ainsi le contexte lui- 
même; on retrouve, d'ailleurs, quelque chose d'entièrement 
analogue dans les langues des peuples les moins avancés 
Actuellement, au contraire, on apprécie la perfection d'une 
langue à ce fait qu'elle est parfaitement intelligible avec le 
minimum de moyens possible, c'est-à-dire avec le moindre 
effort de ceux qui parlent et de ceux qui écoutent- et 
comme en anglais, cela tient à ce que l'on y néglige tous les 
moyens qui permettent de juger la relation entre les mots 
particuliers, mais qui sont réellement superflus pour Tin- 
telligence du texte. Bien entendu, une connaissance nlu 
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approfondie de la langue deviez nt 
^^^ égarer le sens rigoureux, poixx- x^enciîST 

sible et, par exemple, pour appx^^^^^^ ^^ 
, lion des mots; de sorte que, si i* 

possession de l'idiome, on parvient ^"^^ 
plus vite que s'il fallait reconstitue? l^ 
compte de l'accord en genre, non^fe^^^^ 
ment, l'écriture et la lecture des noml 



présentaient un pareil avanta^« ^n comiD 
numération des Romains : car-, non sen^ 
valent écrire les nombres jusqu'si looo 
que nous, mais encore, pou L- qui est f; 
signes, leurs nombres sont d'une lecture' 
des Romains dont l'appréciation exige 
des différents signes. 

Ainsi donc les signes grecs peuvent av< 
écrire des nombres pas trop grands ; rr 
étaient trop exclusivement destinés à'i'é 
semblablement, parce que l'on employa 
niques pour le calcul, chaqne Tois qu'il é 
obtenir une numération éci-ite, qui fût 
au calcul et utilisable pour la reprise] 
nombres, il fallait revenir sur ses pas, ] 
mération écrite exigeait l'union de la l>i 
la clarté romaine. 

Or c'est précisément une tendance à i 
trouvons dans le mode utilisé par les Ch 
unités supérieures ont, chiacune, leur si 
nombre de ces unités est exprimé par le 
désignent simplement le nombre d'unit 
voulons remplacer un instaràt les signes 
combinaison entre ceux, des Romains et 
de ce système sera représent.é par les dés 

833 ^= 8C SX 3, 

8o3 = 8G 3, 83:=8X 

Puis le système se simplifie encore si l'< 
des unités supérieures t>ai* une addition c 
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833 = 833, 



S3 =^ 83. 



ilefois, c'est le sjslème de posilion qui uri»» ■ 

jveié à la clarté, el à la commodité d'emploi ^ ""«eux la 

ous avons éclairci, par les exemples tes dI." 

le généra) pour la formation des nombr-e s • *-^*^'^iïus, le 

même temps moniré par quelles voies c>r» '^us avons 

ipier et à écrire ces nombres : il nous reste 3* ^st. arrivé à 

coup d'oeil sur ce que nous connaissons cl J^t^r encore 

ujet, chez les Indiens, avant l'invention cJ ■■ ^^"^^'t^uliei- à 

ne preuve que les Indiens se sont occ» 

re de nombres élevés c'est que, depui*a P^® <ie bonne 
cédaient des noms pour désigner les n - '^^^^'■^"'^ps, iig 
|u'à lo". Un autre fait trahit en outre i*-* ^^^^^ÎTiales 

Is devaient porter à ces nombres : dans i *^*'^''^t- précoc*» 
ddha, on raconte qu'il créa iui-mêrtie h ^^ ^^S^ldes ri 
décimaux jusqu'à lo»', et qu'il voulais ^i, a*^^^***^s pour 
!r pour les nombres au delà. Il appert, d "'^^'ïïe Ga im 
■ penchant à l'exagération numériq^,^ ^» ainsi que d~ 

cédaient dès l'antiquité ce qu'Archîtnèrt*^ -?**^ les Inri* ^ 
! les Grecs, beaucoup plus tard, par son ^^^*t *n.trorï ^"^ 
uns doute, à leurs dénominations desi ^'^'*a«>-e "H'e 

lanque ces collections, comme en cor» ^**-és déci 
nille, le million, etc. : c'est une lacu^*^^*""^"*- che"*^'^^' 
j la numération écrite des Grecs, ç-e '^^' ■'^aig lous 

symptôme du développement que ^ ^"^ est r>L *^'*mie 
»d nombre de dénominations, assez cor» '"''*-* **Ver ■ ***oins 
■en de communication orale. La sp^„- ^es ç>our ^Ussi 

é décimale par un mot se rapporte ri » ^*^***ïï d ^"^^^^i' de 
s mêmes qui devaient donner nai ^^^'^^'irs *^^®Que 

losition, principes que l'on retrouve f ^^^Ce „ ^^^ Prin— 

.oncer les nombres : c'est ainsi q^^^ ^HUe (j^ ^^®*èrne 

ibre 1577917828 est rendu par urx^ ^^n^ u^i ^^ '* façon 
nombres proprement dits et des ^^^^"ibiri - ^^®^ge Je 

int un sens numérique, à partir deg "^'^''^ssio *^^**'* entre 
re une catégorie de 8 dieux), ^ *^»iités . ^^ *^'^agée 
le (1), chiffres (9), 7, montagnes (;^\ ^. ''lonT^^'^ Cc'esi^ 
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c'est-à-dire un demi-mois). Cette dern ■ 

respond à un nombre de deux chiffres i 

ce fait peut se présenter dans le corpi i 

composé de pareille façon; l'énonciali» , 

ainsi plus vite que chez nous - à nrioi i 

lions également nous contenter d'énon 
rément dans leur ordre — mais elle o 
inconvénient qu'un seul et même cli 
noms différents, comme ici 7 et 8. Ce px* 
à celui qu'on a fort employé pour retexii 
nombres, ou même des règles mattion 1 
siste à les mettre en vers, procédé qui* 
nement le penchant des Hindous vers 1 
plus, offrait quelques avantages pour la 

Il est vrai que c'est dans Brahmago\3|^ 
l'exemple cité, c'est-à-dire longlempis ; | 
le système de position, et cependant., 
cette manière de nommer les noml^res 
elle suppose pour chacun d'eux d'anvic 
selon leur rapport avec certains objet,s- 1 
de zéro : l'exemple lui-même peut donc 

Pour ce qui est, à proprement jpsirl 
écrite, nous avons déjà remarque q\ae 
trouvent employés dans des inscriptions 
peut, au reste, pour composer aveo o^s 
plus grands, que l'on se soit servi d'\an 
celui qui s'était encore récemment, 001 
cédé qui consiste, en partie à con:àplét^x 
Grecs, la série des 9 chiffres par des si^ 
10, 20, 3o,, . . ./ 100, puis pour 1000, etc. 3 
comme les Chinois, le nooibre de ce 
chiffre voulu devant le signe die 1 00 
Ton ait tout à fait suivi la mélliode cUii 

C'est, en effet, à peu près cette 
encore Aryabhatta : il se sert des conî 
les chiffres et, par l'addition d'une voyc 
décimales; ainsi 
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Il obtient de la sorte, pour les nombres, une représentation 
consonante et susceptible d'être versifiée. 

Les procédés de calcul des Indiens, avant que le système 
de position eût été complété par Tintroduction du chiffre o, 
purent fort bien ressembler à ceux qu'on employait après la 
mise en usage du système; car la numération écrite dont on 
se servait permettait de faire comprendre, en tout cas, com- 
bien on avait d'unités décimales de chaque espèce. 

Une partie des méthodes employées par les écrivains qui 
nous sont parvenus peut dater immédiatement de temps plus 
reculés, à savoir ceux où la signification des 9 chiffres est 
précisée par la place qu'ils occupent dans un cadre préala- 
blement divisé : ce cadre dispense en effet, absolument, d'eir- 
ployer le signe o. Tel est le cas, par exemple, dans la forme 
suivante de la multiplication de 1 2 par 786, forme que Ton em- 
ployait aussi pour des nombres plus élevés : 

Fig. 28. 
7 3 5 
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Les produits des chiffres isolés sont ici décomposés en 
unités et en dizaines : après quoi il n'y a plus qu'à additionner 
dans le sens d'une diagonale des petits carrés. 

Les règles de calcul avec le système de position étaient 
les mêmes, chez les Indiens, que celles employées encore 
aujourd'hui, du moins dans leurs parties essentielles : et les 
divergences tiennent, pour la plupart, à des causes purement 
extérieures. C'est ainsi qu'on avait des tables de calcul rela- 
tivement petites, étant donnés les caractères assez grands 
qu'il fallait écrire pour la clarté : mais ces chiffres, on pouvait 
d'ailleurs facilement les effacer et les remplacer par d'autres; 
et, pour cette dernière raison, rien n'empêchait d'additionner 
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^MP-t.*:»»^ '*" cetera jvj^^^ 
Jcnté de gauche k dro 



etdemultipl»^^^^ ^^ eoojoMrsforrig-erif 



bien soin toti*^* ^ ^^-ictnvies qui peuvent 
en y ajouta*^* ^îîfTr-es soi^^ants. 
plicatlon des f^-Z^ji^sitio" par un nombre 

Dans la «*"''"*^„ ss^^ habile pour se ; 
quand on éta»«^ wn^m^ aétaii gi/e dans 
chiffres ave o I« ^enc««- •à multiplier p 
on pouvait *^*^'""„ ^multipliant par ]e cJ 
fort, puis, tout fv>r*^ additionner en m< 
diatement le f'"^^ £,vec ceVui déjà ofefen 
partiel ainsi ^^^'^T^js^ ^^ '^ sorte, etc. : 
en la somme ^^^'.jjerwent déplacé de t 
plicande, conti"" ^^ ,„éme verticale qi 
fussent situées «"' ^t en dehors du m 

duit partiel à ^'^'' ^^ 'ai«si, qu'un ijombr 
ne contenait ja'ï'f^,^ déjà /a/ts. 
des produits P^'*"^îri«el exig-e, enrevanc 

Cete/«p«!^^ «^^'^^^ntit parla tout mo 
rance, vu qu'on ^'^ _ „£»« voir compter e 
erreurs; il faut *^^^ ^^ non seulement h 
mémoire qui ^^^^^^^.^Jiis encore les tabl 
tanément en J«"' j'Tride, on apprend p- 
Aujourd'hui, da'^^ K^^^^xd^es, etilnefaiti 
tables qui sont fort ^ jté : ainsi, actueli< 
m autant dans i'^'^**^^ ,„ultipiication d< 
par cœur des tat>le® ^^ ^ à lo, tandis q' 
est un des non:il"~^^ ^^ même — outre 
jusqu'à 3o, jusqti'^ ' plus, de vastes ta 
, i, 2i, 3i - et, '^'^i.jt exercée, il n'e 
une mémoire à c^ I' état d'employer U 
les Indiens fussent ^^ ^^^r, qui consiste 
multiplication de ^^ \,f^&.tti9 y l^s produi' 
à additionner sur-I^' ^^g le produit fi' 
des facteurs avants 

^^^™^^- is du calcul nun 




^- ^ quels problèmes 

Voyons raainten^^^ '^ aptitude au cal< 
en outre appliquer ï^^ 
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tude dont la création du système de position est Je plus sûr 
témoignage et qui, par la suite, trouva dans ce système son 
meilleur instrument : nous avons à cet ég-ard des éclaircisse- 
ments particuliers dans les nombreuses règ-Jes de calcui et 
dans la riche collection de problèmes contenus dans le 
Ulâçati de Bh'dskardi ; ailleurs encore. Ainsi, par exemple 
Âryabhatta donne déjà, pour Texlraction des racines carrée 
et cubique, les règles mêmes que nous tirons actuellement 
des formules {a-\-by et (a 4- 6)*. 

En ce qui concerne notre Arithmétique usuelle les J 
diens connaissaient la règle de trois, simple et comnos ' 1 
calcul d'intérêt, même celui de l'intérêt composé le / î 
de société, la règle des mélanges, des règles pour me^ur^r 
les capacités, etc. Ils résolvent également, suivant de 
de calcul déterminées, divers autres problèmes ^ ^^ 

traitons aujourd'hui par une équation i entre autr 'i ^^^^ 
cette règle de la fausse position {r^egr^lct fcilsi\ * ^ ^^^ 
avons trouvée chez les Égyptiens (p. 8), mais -i nous 

tiennent pas à cette simple règle. ^^ ^ ^^ 

Nous savons, par des sources arabes plus rér 
employaient la règle dite des deux fausses j?osît' ^^* Qu'ils 
duorum falsorum) : elle servait, à l'aîcie de H ^^ (^^.f^^« 
d'essai, pour résoudre un problème qui, traduit ^^ "valeurs 
eût dépendu d'une équation du premier d^io.,.^ ^ *} équation, 

., . ^, , ^^^ de la forme 

Si x=i(x. et xzzz^ donnent, par insertion ri- 
membre, les valeurs /(a) et /( (3) différentes d'^^ ^^ premier 
duildesdifférences A— /(a) et Â:— /((3)^ ^^ \/^\^ se dé- 

et (3 suivant une règle exprimée par la formxil ^^^ 



s avec a 



X = 






Comme on le voit, cette règle répond exact 
lUS nommons maintenant une interpoldtic^ • ^^X. à ce que 
qu'elle n*est pas seulement utilisable r^ '^/^^e, et nous 



rigoureux, comme chez les Indiens, si y(^^\ ^^^'"n calcul 
une fonction entière du premier degré, mais ^^^ ^^^^^^ïïient 
approximation plus grande, si a et (3 sont 1 5\^^^^ P^uruue 



^Jà des vale 



urs 



ElffiPI.01S I>tr G^^^^^ X^CJM^RXQCF. 



approximatives : ce d^x^rix^i «z=:i^-«#^ >à i, ^^ 

que sensiblement plus t^ar-d, che^ ^^ it'I^^^ ^' 

Une autre règle d^ c^lc^uJ- d un ^^^^i Z^ ^^ 

celle dV/^ç^er5^oA^. Elle? 43onsiste ^^ ^ ^ ^.r,^ ^^ ^ 

nombre qui, après avozr- &^^ ^^nnu. n. ^ 



e 



de calculs, conduit a «» " r>mi>jre à ^oas le^^ W^ 
en soumettant ce dGr-rxx^^'^ ^"^ f::^^ 

dans Tordre renverse. ^*^i>iisse«t di/Fére/3t^ "^ 

Les Indiens, du rest^, ^ous Vaudrait reco^^ 
Hères pour lesquelles xl tx ^^ ^i^uxième cfe^^^^ ^ 
d'équations du premier- «^^ ^ ^xempl^ ^^ ^^ 

wVirnétiques et ê^^oi^^^^:^^ 
sur les progressions ^^^^ , ^^^^l^s dans i^sq^^^:^^^ 
sant, non les relations ^^ -,-1 <3onnxxes l'une ^^ 
choix considérer c(ymTX%^ »^n3i3lî^'J^'^^ ^"^ ^^ 

diverses quantités, maxs wjiMrt^ ciGiS gr^ande^^ ^' 

pour calculer isolément ^3xx ^^les sont donn^^ * 

les autres sont connues - c^^ ^^'^st encore ie ca^ ^ 
stration, dans le Ltld^^^^^^^ x*g^^^^^^^^ P^^^^tcïa 

assez variées que nous ooï^^I^ ^nt sîg^^^^^^^^^^s < 
Chapitre, et qui sont "^*'*'^/^^^ Indiens dans ]/ 
cerne les connaissances 
nombres. c>ns ^l3andonner I 

Enrevanche, nous ne P^"^„eîla^^^ spécimei 
des Indiens sans présentex- ^^^ o^xiployés pou 
dont ils revêtent les ex^^^^^t* 
rentes règles de calcul- . rxous trouvons ur 

Dans la question que ^«YL^'^^^tl^oae ô:in.ersi 

purement utraaérique d^ 

j * ♦«= ril s'agit de 

venons de citer : . ^ ^\SLTxt,s <^ ** . ^ 

Belle fille aux yeux ^"i!«5.e cl'i»^'^''!^;, Tr 
qui counais la vraie xr^^^^^^ a«g«*«"^f ^^'^ 
nombre qui. multiplié .^Pf^^é <*« ^'^""^^/ex iS 
produit, divisé par 7, «A^i^^^ 5^, «J*;"^,^, soit a. 
par lui-même, diminix» ^ ^orx par 

carrée, addition de 8 e* «^^^^^so^t P^^ ** "'"P' 

Le problème suivan* » ^^ p^^^ 

fausse position : «.«^airt* a.*»»®** 

Le cinquième d'u» ®®*=* 
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de kadamba, un tiers sur une fleur de silindha le triple 
la différence entre ces deux nombres s'est, envolé sut ^ ^^ 
fleur de kulaja, et une abeille, seule, voltige dans Va\r,alV\t^^ ^ 
par le parfum d'un jasnïin et '^'-— -- - ' .^o. 

fille, le nombre des abeilles! 



par le parfum d'un jasmin et d'un pandanixs. Dis-moi, i^^^ ^ 
fille, le nombre des abeilles! ' S^ 

Une équation quadratique est présentée sous la forma (l ^ ^ 



VOICI : \v 

Au milieu du combat, le fils furieviie de Prît'ha saisit ^ 
certain nombre de flèches pour tuer Carna • il en einp7o7%^>, 
moitié à sa propre défense, et le quadruple de la racine c^v^J^ 
contre les chevaux; 6 flèches pereèrent le cocher SaK ^^ 

3 autres déchirèrent le parasol de Cax^r^-^ v. • - ^ x# ^^ 

, ^ , :^ , ^^ina, brisèrent son éte»^ 

dard et son arc, une lui traversa la tAt^ c- v . j /t- » 

•. A • //^i ^ o u^u NO ^*^^^. Combien de flecfc^^^ 

avait Arjuna (le fils de Prit ha) ? ^^ 

Ici, ce sera un exemple de la règl^^ ^ . 

Si une esclave de 16 ans coûte H-n^ - ^ , ' 
.^ , „ ^^ mskhas, combien en-^ 

coûte une de 20 ans? ' 

L'auteur regarde évidemment Ta o-^ ^^ , . „ , 

^^rv^rv.^ ir..r^..L«.^«* ^.^r.c.^^\^^ ^^^ ot Ic dôx d'uue esclav^î 
comme inversement proportionnels , j. 

, , ^ A» • ♦ > ^*s, mais il se borne à dire 
que la valeur des êtres vivants s estin-| 

Les exemples suivants de règle d*^ ♦ ^ ^^\^^ leur âge. 
peu plus sobres : ^ ^'^^^s composée sont ur^ 

3o madriers de 12 et 16 pouces d*ér\ - 
de i4 pieds de long coûtent 100 nislSf '^^^^'' ^^ ^^ ^^''^T' . 
driers de 8 et 12 pouces d'épaisse^^^' que coûtent i4 ma 
10 pieds de long? Si le transport h ^* ^^ largeur, et de 
coûte 8 drachmes par mille, cornai premiers madriers 

des derniers sur un espace de 8 milf ^ Coûtera le transport 

Et encore, dans une telle quesiio ^ - 
pratiquement de proportionnalité en ' ^^ ^e saurait y avou 
du madrier, ou la quantité de bois q ^T-^ ^^ prix et la grandeur 
peut donc bien dire, d'une façon Ré - ^^ ^^"ut transporter ; o 
sont inventés à plaisir, et comme x> ^^^^^> que ces problèmes 

Ces quelques exemples suffi ^^ ^"f exercices de calcul, 
variées auxquelles sont puisées les r, ^ 'Montrer les sources 
tantôt un nombre de fleurs, tantôt j ^^^^^ns ; ailleurs, ce sera 
une grandeur géométrique que 1» ^^Ux d'un intérêt, tantôt 
même des formes dont on les re vét ^'^^^"che et la richesse 
que Ton éprouvait à poser età résou^^^*^*^ ^^ satisfaction pure 

"^"^^ <^es problèmes. C'est, 



A.i:.G;^:fe:oïK.^ :et -k-hiêoric: des iyc> 

au reste, dsiins le^ xxxônri^ osprit qt»» 
termine sorx I^î-v^ir^ I>sir c^s mots : « 
<î ri éclat les él^oîl^s, st±Txsl l'iiomme <s 




'e 



des autres l::i-orx:iixi^ s ^i::^ sachant propc>^^^/ %* 
peuple, des i>x-ol>lei:xi^s silg-ofcriques — g€ ^(^^^^s/ 



Nous arri A^oriâ S jrxisiiritejnarit à considén^ry^y ^ 
kra, en partiou-lîex-, traiter dans son Vi/'a^anff, 
racines : orx pecit dir^ simplement que c'est ur 
pagné de ses dérxi ojrâst:r-ations. Ces démonstrati 
nesontpas ooriduit^^^s a^v^^c la rigueur grecque : < 
essentiellement a x-sin^^n or les problèmes à une 
la solution pi'ouve la Justesse des calculs mène 
àrésoudre ces i> i-otolèxMes, mais, du moins, on 
partie, coirim en t rur-ent trouvées les règles de 

par le Lild^ct^^- , 

L'Algèbre indien"^ oo«corde avec celle de 
ceciqu'elle s'est rféto^rx-assée de Jarepresentatio 

les nofnt>res en tant que r 
et ne traite ^" -^ jyiopliante, il fallait que 

pour le Grec cju était a#^ jh' nombres r^// 
: , . .,1 ^ïissent cies nombres ra^io/i; 

issues du caloul xu^^»*^ «_^,-r*« Qnhfilp n'x 
i^o T ^- ^ lr>^icTtie moins suDtiie, n eprc 

les Indiens, ^ J^^^^^^r^ ^v.^ nombres irraiio, 
scrupule pour ^^J" J^^ rationnels : et cette cir 
decalculdes "^"^f^^^^^^^f, jyi^s d'ampieuràJe 
cisément,permxt^^ ^^^^.^^^ ^^^,, les irrati, 

Au heu des ^^^'^fj^^rme géométrique, ^^, 
dans Euclide s<y^^ j^ul dii^^^t sur lesnonij^,. 
chez les Indiens ^^ ^^^^^ z'èg-Ies pour procura 
ils avaient d'aili^^''^ ^ ^^^j^ri^ls et, ce qu'Eucï 
des dénominatews ''-^ ^ ^supprimer une douj^ 
forme géomé tri ^Jti^^ f^^ 
ils savaient même <ytie ^ — ^ Trc^-— ^ 

exemple que Von sl ^rr^^^ 

calcul mvQT%e. 
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Sous d'autres rapports encore, les Indiens dépassaient les 
bornes qu'un Grec prudent devait s'imposer : ainsi, n'ayanl 
pas introduit la notion des quantités négatives, les Gfecs de- 
vaient prendre garde que les deux membres d'une équation 
fussent toujours positifs pour la valeur de l'inconnue qui 
doit y satisfaire; et si un problème une fois posé aboutissait 
de lui-même à un résultat négatif, le Grec, qui savait s'ex- 
pliquer la raison d'un tel fait, devait s'en servir pour changer 
la forme de l'énoncé, de manière qu'il ne fût plus question 
que de trouver la quantité correspondante et positive. Les 
calculateurs indiens, eux, s'en tenaient davantage aux calculs, 
et à leurs résultats tels quels : ils ne s'inquiétaient nulle- 
ment de savoir jusqu'à quel point les membres de l'équation 
exprimée étaient véritablement positifs ou négatifs, et, quand 
la quantité cherchée se présentait négative, souvent, sans 
doute, ils rejetaient une racine de cette nature, mais, souvent 
aussi, ils savaient se débrouiller avec elle, en la désignant 
simplement comme une dette. Ils établirent également des 

• 

règles pour calculer des quantités précédées de signes, mais 
ils ne les appliquèrent tout d'abord qu'à traiter les termes 
séparés dans des calculs sur des polynômes : partant de là, 
on connaissait l'existence du double signe d'une racme 
carrée et, en conséquence, on attribuait deux racines à une 
équation du second degré — cependant, lorsque l'une d'elles 
était négative, on la rejetait le plus souvent. 
Une autre preuve d'heureuse interprétation, c'est la juste 

explication qu'on trouve chez eux du symbole néanmoms 

il faut dire que l'on rencontre aussi des emplois tout à fait 
inexacts de grandeurs ainsi formées. 

En ce qui concerne les moyens d'analyse, les Indiens em- 
ployaient, comme Diophante, des symboles qui étaient en 
réalité des abréviations de mots, pour représenter les quan- 
tités cherchées et leurs puissances; mais ils allaient plus loin 
que Diophante, puisqu'ils pouvaient désigner, en vam^ 
temps, plusieurs inconnues différentes. C'est ce qu'ils parve- 
naient à faire en donnant à chacune d'elles une couleur dis- 
tincte, dont ils abrégeaient aussi le nom, et cette extension 
du langage symbolique occasionna, à son tour, une exten- 
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sion du calcul sur les quantités exprimées par un tellangage. 

Ces ressources, améliorées de la sorte, devaient constituer 
un avantage pour les Indiens dans le traitement des équa- 
tions déterminées à une ou plusieurs inconnues, et cepen- 
dant, sur ce terrain, nous ne trouvons chez eux rien d'autre 
que ce que savaient faire les Grecs eux-mêmes, auxquels ils 
étaient certainement redevables de la solution des équations 
du second degré. En revanche, nous rencontrons une inno- 
vation notable dans le domaine des équations indétermi- 
nées : elle consiste en ce que les Indiens ne s'y contentaient 
point, comme Diophante, de solutions rationnelles, mais 
voulaient des solutions en nombres entiers. 

Ils eurent ainsi déjà l'occasion de s'occuper d'équations 
indéterminées du premier degré : et, pour résoudre une 
telle équation en nombres entiers, ils employaient à peu près 
les mênaes calculs que ceux que Ton fait aujourd'hui pour la 
solution de cette question au moyen des fractions continues. 
Cependant, comme les règles sont données sans démonstra- 
tion, nous ignorons comment elles furent découvertes et nous 
ne voulons, en conséquence, faire qu'une remarque à ce su- 
jet : on peut facilement parvenir à ces règles sans introduire 
expressément la notion des fractions continues et de leurs 
convergentes. 

D'abord, il est évident qu'on peut, en multipliant par c, 
déduire les solutions de l'équation 

ax — by z=ic 

de celles de l'équation 

ax — by ^=^1; 

si, dans cette dernière, a > ^, et si l'on obtienl, à la division 
de a par ^, le quotient ^ et le reste /*, on a 

rx — I 
y = qx-\ r— ; 



une détermination de x, telle que — r — =^z soit un 

nombre entier, dépend alors d'une équation à coefficienls 
plus simples. A la réduction, on a exactement les mêmes 
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nombres que quand on cherche la plus grande commune 
mesure, et il ne reste plus qu'à suivre la même marche jus- 
qu'à ce que l'on arrive au coefficient i : après quoi, l'inser- 
tion concorde avec le calcul des convergentes d'une fraction 
continue. 

Ils ne s'occupaient pas seulement d'une seule équation 
à deux inconnues, mais aussi de systèmes d'équations à un 
plus grand nombre d'inconnues. Ainsi, les problèmes sepro- 
posent souvent de trouver un nombre qui, divisé par diffé- 
rents nombres donnés, donne des restes donnés. 

Il se peut que, originellement, ces problèmes viennent des 
Chinois chez qui l'on a trouvé une règle ancienne pour les 
résoudre : souvent, d'ailleurs, ils concernent la détermination 
des périodes astronomiques au bout desquelles certains phé- 
nomènes se reproduisent simultanément, par exemple pour 
les éclipses, etc.; mais les longueurs de ces périodes, connues 

des astronomes grecs, ne donnent lieu, il est vrai n '^ h 
,._ , ▼lai, Qu a Qes 

équations homogènes. 

Si, d'une part, on demande quel est l'intervalle de temns 
qui comprend un nombre entier, et de jours œ gi d' - 
on aura, puisque Saans égalent 10960 jours * ^^ ^ 

1 0960 / = 3o ^ 

ou 

a; t 



10960 3o 

Si, au contraire, on demande quand se n ^ • 
contre des phénomènes en question, on oht* ^^^^ ^^ veu^ 
tions complètes indéterminées : par exem ,^^^ ^^s équa- 
m , . ^ ^ P^^> s'il manque 

— jours pour arriver au terme du jour #*♦ P 

être à la fin de l'année, et que l'instant ^> ^°"' 

jour coïncidera avec l'année nouvelle h • ^'^ ^® nouveau 

(.^=)j.„s = (,^«),„„é„. „„ j;;* ""-or après 




10960 (^ + ^) — 3o(a:^4^2î 

n 



) 



/ 
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Bhâskara Simplifie toutefois Ja qu^^^/^ 
dans les fractions, le dériominateur^ =-- f/ 
qui permet, du moins, d'obtenir unf ^^^f 

ti ansforme en (^ -f- ^.) ( -^ _^.\) -c-^^^'^ 
que de décomposer o -h- «^, en un prod"^'^ ^ 

Mais les Indiens surmontèrent de p/«^ 
que celles-ci dans le traitement d'équation.' 
deuxième degré par rapport à chacune de/ 
seulement comme I>iophante, leur initial 
ces questions, ils cherchent pour ces équa 
rationnelles, mais aussi des solutions- ei 
perent particulièrement d'équations de V( 

' j-^^ = aa;*-\- b, 

forme à laquelle se i-éduisent encore d'aut 
terminées du second degré . 

Pour donner une idée de leur mode é 
allons reproduire ici leur solution de Vé 
rement importante 



'SS ,^r0 •x^S 



j^^ = ctac^ -\- I 



qui, beaucoup plus tard, sous le nom d 
devait préoccuper les matliématlcieïis d''E. 

sente quand il s'agît, 5a u mo^^ri. d.*u.ne frac 

le plus exactement possible la racine cari 
non carré. 

Commençons dono par un procédé, di 
Diophante, mais à l'aide duquiel ils sa 
nombre illimité de solutions rationnelles 
les équations 

^^^ \ «^i -4- b^=-y\. 

où^et^ se détermina"* ^'^ f-^'^'î'Sir^ 
^-^^ et y,; résolvant oos ^^"^^l^'^^F^^^^^ 
produit de ces deux quantités ï>eut s ecri 



1 
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voici donc une troisième équation, 

pour laquelle 

En identifiant alors les deux équations (3), on a 

«(2071 J,)'+ ^'== («^î -+-7Î)' 

ou 




(5) a 

et Ton possède bien ainsi une solution rationnelle de l'équa- 
tion (2); si Ton veut alors poursuivre, en insérant des valeurs 
arbitraires pourri et/i, on peut souvent obtenir des nombres 
entiers comme valeurs de x et de y. 

Il faut, en particulier, remarquer les cas où Ton parvient à 
trouver déjà que b=i±zi, ou ±2, 

Si 6 = 1, on peut, en' suivant cette marche, d'une solution 
de (2) tirer une solution nouvelle et, ensuite, autant de 
solutions que Ton en désire; si ^ = —1, ou ±2, (5) donnera 
à son tour une solution de (2) en nombres entiers, car de 
y\ 1= ax\ it: 2 on déduira que aœ\ -f- jj = 2aœl ±: 2, ou bien 
est égal à un nombre pair. En même temps la connaissance 
d'une solution de (2), en vertu de (4), permet de tirer, d'une 
solution de (i), des solutions en nombre indéfini. 

Cependant, pour une valeur donnée de a, si les essais 
successifs sont impuissants à établir une équation de la 
forme (1), pour laquelle b soit égal à ±1 ou ii= 2, alors on 
se servira de la méthode dite cyclique pour réduire la va- 
leur de b : soit, par exemple, 

ax\ -\-bi=yl 

une équation dans laquelle b^ est déjà aussi petit qu'on le 
put obtenir par des essais qui peuvent consister à faire de ^ 
une valeur approximative de \/a; x^ et b^ n'ont alors aucun 



^f'GÊBBB ET 

facteur cn^ "^asome des jy. 

^r**''- "ne équal ^' ^^''^^'^ "« ^^c/l' *=^^' 



^ on pose alors 

*» est „o „ ^* ~~ *=' 

carré V» '""^''e ent/er ^, 

^'«"« ne 7e j^'^'^« à éta/,;i. et 

'^"^ ^'«« peut .^''""•««t point ^^P«°d«^t. 1 

'«nte pour !^'"''enle|,t Da^ i ^'*''*^' P^^-v 

'^^'""«str ion *''■'• '*éori^t,e^ ""^"^^*^ '««th 
'"^'•««ver cl^f ^'' due à ii^^T "'^ ^^ ^^^■'^iet 

pour le eaCt' " ^'^'^^ "««,,"« «^r/e'i:'*^^ ^ 
r">«oriedt ;^esquir^ 

•'«Muamités *^ '^^™« théorie, em 




2 





r^r:?' "<«ï«o'^.f °rrir«r"' « '- 

^ ^^ I>remxex's nombres enti, 
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Nous n'avons, d'autre part, aucune raison de nous arrêter 
à la Géométrie des Indiens : la plupart des théorèmes de leur 
connaissance étaient certainement dus aux Grecs, bien qu'ils 
aient souvent poussé plus loin que ceux-ci le calcul fondé sur 
ces théorèmes. 

Un théorème de Brahmagoupta doit cependant attirer 
l'attention, considéré comme une extension aux quadrila- 
tères de la formule de Héron pour les triangles : tel quel ce 
théorème énonce que la surface d'un quadrilatère quelconque 
est représentée par \J{s — a)(s — d){s — c){s ~d) , où a, 6, 
c, d sont les côtés et s leur demi-somme; Bhâskara déV^ 
l'entendait ainsi, et c'est donc avec raison qu'il s'arrêt ^ 
cette hypothèse erronée qui consiste à dire qu'un quadrilatère 
est déterminé par ses côtés. En réalité, Brahmagoupta ne 
traite que deux classes déterminées de quadrilatères inscrits 
pour lesquels le théorème est exact, mais il se peut f r h* ' 
qu'il n'ait tenu aucun compte de cette distinction ^^'-1 
n'exprime pas dans ses énoncés; les quadrilatères dont'^'l 
s'occupe sont : pour une part les trapèzes isoscèles d' 
part les quadrilatères inscrits à diagonales recta i' • ^^ 
Encore que cela ne ressorte pas nettemf>nt ;i ? aires. 
T> u . 1 T j- *"^"'^> Il est vrai dan<î 

Brahmagoupta, les Indiens peuvent avoir e - ^**"=> 

comme raison de s'occuper de ces derniers ni 'h ^^^'^'^^^^'^^» 
fait que dans leur Trigonométrie ils se servai ^^^^^l^res, ce 
Ptolémée de Tahles de cordes, mais de Tabl^^*^' ^^^ comme 
effet, le diamètre du cercle éta^t égal à i, et d^ ^^ sinus. En 
rencontrent étant respectivement égaux à 2 ^^ ^T^s qui se 
que les côtés du quadrilatère sont sin a?, sin ^ ^ ^^' ^^ ^^^^ 
que les diagonales se divisent suivant les n ' ^^^^ ^^ ^^sy, et 
et sin/cos^, et en sinarsinj et coso? cos ^^^^ sin^cosy 

ainsi, vraisemblablement, celle même que r figure est 

la détermination de sin(a7 + j). ^ ^'^Ploya pour 

Les Tables de sinus et de sinus verses 
le Sourya Siddhânta^ ne descendent ^^ ^^^uvent dans 

dessous d'intervalles de 3« |, tandis q^^^ 1 P^^dant pas au- 
d'arc de Ptolémée correspondent à des x^k ^^ cordes 

auraient un intervalle de o°i5'. Si ees T^f ^^ sinus qui 

d'autres parties de ce Livre, sont d'or' . ^^> comme tant 
doivent donc provenir d'Ouvrages pi^g ^^^^ grecque elle 

^'^^iens que c^u^ de 
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Ptolémée; peut-être alors faudrait,— il on fair* i 
gine aux astronomes alexandrins cjuii ont 
d'Hipparque et de son école, encàploy^i- des 
Cependant, le mérite d'avoir renriplaoé les 1 
d'arc par des Tables de sinus peuit- fox^t, bien 
Indiens; leur sens du calcul pra.r,icixx^ dtat vi 
«ouvrir les avantages de ces d^mi^res, qu 
immédiatement aux angles des t^riaingles recii 

En tous cas, c'est à une origirx^^ iridienne i 
blement faire remonter une loi erripiï'iqxie p 
successive des 5m W5, déduite de l*^x.am.orà de 
premières et secondes; au contraire, poxir e: 
des sinus, ils se servaient, dans l^uirs osilcul 
des règles contenues dans r^4AiC3t/^^^xzy^<^ de F* 

Il n'est point impossible, par aîlleiars, que 1 

ft . ^ 3i4i6 . ^ , 

mative de tt, — -^~> qui se t,rouvo dans 

»D lOOOO 

i d'origine grecque, car nous sa^voris, en eiï 

'' déterminait tt plus exactemerit, qu-'Arehi 

^^ revanche, rapproximation. tt = v^io rencont: 

"' goupta, est certainement trop arbitraire p< 

^' Grecs. 

^ Nous ne rencontrons pas davantage de typ< 

'^ à une formule approximative qui permet 

t corde A: d'un arc donné, formule qui se trou 

F et que voici : 



^/ est le diamètre, p la circonférence et 

l'arc. 
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^' ^on^PJ^t r^f «'ta.t/er;,'^^'*é, les 
f "' «maintenir sT' ""« '«"e s^ff ^^^s d-', 
sévères exijl ^'*" »•«% de « ?^'"eté d^ 

'^^ê'é, sans ? ^"ssent rJ^^^ ^taT»^^**^« 

>' C eT"'^ ^-'u f^^^^^i %r- 

^^ Grecs ».,„• ^"^^^-loris **s. => cjue 

'^Z^''^''''- ^r.fr^i'^^ '^SiSr^^' 
Enfin tr^^es «eie;?^fVV**-^»^t^Y^ ^^^ 1 
9"es se dévc^i *^^« l>t ^^'^^^ 
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croissants de l'Astronomie, et nous avons rencontré chez Dio- 
phante des échantillons d'une pénétrante invélstigation à 
propos des conditions numériques de rationalité. 

Par ailleurs, l'antique habileté des Indiens dans le manie- 
ment des nombres s'était épanouie en une véritable Arithmé- 
tique. Ils employaient le systèm e de position, comme nous le 
faisons aujourd'hui, el le contact des Mathématiques grecques 
suscita, chez eux, des progrès originaux : le fait le plus im- 
portant à leur actif fut de traiter d'une façon satisfaisante les 
questions qui concernent les nombres entiers. Néanmoins, 
quelques-uns de ces progrès se rattachent peut-être bien à 
une époque où la rénovation des travaux mathématiques 
avait déjà commencé chez les Arabes 

Pour estimer à sa juste valem- \€^ ^v^^^u^ ^ , 

, 1 /. 4 1 T ^ mente des peuples aux- 

quels, après les Grecs et les Indien c «^ • . i jT , 

/^ nyr 4U' 4- 1 "^*^ns, revient le développe- 
ment des Mathématiques, il faot oor.c.îHA_ u- ., 



étaient loin encore d'être comr^--..-^ v^: 

^""ïiodement accessibles 



considérer combien eJles 

aux 



peuples nouveaux. Elles étaient mA.^ oi*jica 

Grecs d'une époque plus récente • et ?^^ ^^"^ accessibles aux 
servées de l'époque antérieure, ils avaien'"'''' œuvres con- 
cas, ou du moins reprendre, cie te m ^^ garder en tout 

intelligence des détails, ces œuvres n ^i^ ^^ temps, Texacle 
du moins, la vue d'ensemble sans la ^ ^^"^ fournirent point, 
de pousser plus avant. D'ailleurs, ell^^ *^ ^^^ impossible 

espèce de renseignements sur *les^^ '^^ donnaient aucune 
fécondes en résultats importants, et t *^^^*^^^^^ autrefois si 
égard était depuis longtemps perdue ^^^^ tradition utile à cet 
soi-même ces méthodes, ou d'antre ^^ ^^^^^t donc retrouver 
question de s'approprier enlièrenie ' ^"^^^t qu'il ne pût être 
œuvres — bien plus, maint l'ésnlt teneur des susdites 

comme ayant appartenu aux Grecs a ^^ ^^^ ^^^^ i^econnu 
sous une autre forme. * ^ïit d'avoir été retrouvé 

Néanmoins, durant toute celte rés 
tiques, l'apport des Grecs ou bien en ^ '"^^tion des Mathéma- 
l'on apprenait à comprendre dans i '"^ ^^ que, petit à petit, 
entendu, excellemment servir à g^l^^ ^^ tï'avaux, allait, bien 

Dans ces conditions, et grâce ^ ^^ ^ initier les esprits» 

facile, l'Arithmétique indienne oflv* -'^ ^sage pratique très 
pénétrer dans les endroits où l'on a ^^- P^^s de chances de 

^^t occasion d'en faire 



1 



î 



ïT^-r^'^^ ., faut aussi 
a^^^' ^^v les princx 






OeF._ t>«^^^--^ »o"^-™^""' 
„eSt*t*»- ^ ^'V^ ^** «t>^«** «Ve à son man 



«:^^- ^ a.'^** ^»^®^^-«e somme 
rtaJS="^ *>«=»*** î»»©*-^ ce^*-* «ar cœur 



C-">.r-^î^^^-^ ""^' .aesMa...a, 

^^^i^***- ^^ '^^é^^'l^-^**''^ venir «'yf»i« 

croi^a»^^ «^*.^** Ar»^ ^* foie ^ ,es Ouvr 

laC'^:'co*-^^1^5* ^^^i^rï^^^^cet héritage d, 
»"^t-ir>^ \tr<y^%<x^ ^t-ecs» „ucun parti- 
*-l^S--^^--".?i- ^ir -;,1' du moyen âs 

être '^ -^t- ^^, ^^_ c^^ .^s»^ ' Arabes. 

ùeau ^t^^ ^^^^ ^**^r^ri^;^ eflet, adopté 
"»^/t^l ^%^^^Zv^'^U oiv'^f du domain 

occide» ip^ ^ îCfiJ^ rrï^"*" In t porté, ai 

?n'éclat f '^u^ î,tr^' ,^^''*: et, '^«t»'»'»^ 
^^ ^lan* ^ c*^^--.^^*^ vtJ^' lequel se ti 

beaucoup C^''^ ^a^^ 
le degré ^^^ ^^ "^ 
des peupl^^ 
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qu'ils atteignirent à la fin. En réalité, ce qu'ils avaient pris, 
soit au christianisme, soit aux lois et institutions romaines, 
fut refondu par des hommes laborieux, principalement dans 
les cloîtres, en vue d'un intéi-ôt spirituel; et la valeur propre 
de ces acquisitions, leur inauence civilisatrice, fut pour les 
peuples une véritable bénédiction. 

Mais, en ce qui concerne plus particulièrement les Mathé- 
matiques, on ne les pouvait alors connaître que par des 
extraits insuffisants, effectués par les arpenteurs romains 
daris les règles pratiques des Élgyptiens («) ainsi que dans 
celles de Héron, tout au plus par des fragments d'Euclide 
ou de N.comaque : les successeurs des arpenteurs, plus théo- 
riciens mais aussi peu scientiOques que ceux-ci, devaient 

présenter ces fragments SOUS dc^^ r^w*^ • a* • ♦ ^ i^^on 

^ r . ^, ut^s 1 ormes qui prêtaient a bien 

des méprises, telles que de r^^^^^^^ ^ , n '. 

, ^ ' . 7 ^^ prendre des nombres figures 

pour des expressions de surfacos 



héritage 
eux- 



La partie la plus utile — et la »^i,, . , ,,i ^ • 

_ ,,r ,. ,. I , ^ pi us pratique — de rheri 

mathématique partiel reçu des Romains oui la tenaient ... 
mêmes des Grecs, fut la Table à r*^!^ V\ ^^''^'®". ^ % 

être perfectionnée de la „^^^ /^^^^Pter, Tabaque, quiallan 

qu'il serait difficile de précise^ ,t^^ f"^^^^"^^ ^ une époque 
qu'on plaçait sur les différentes^; ' ^^ marques, ou jetons, 
lieu d'être semblables et de déîL ''''*^'^"^^ ^« '^ ^'^^'^ '' 
des unités décimales auxquelles^. P^' l'^"" nombre celui 



appartenaient les colonnes, 




(*) La dépendance des Agrirnenseur^ ^ 
tradition égyptienne, est gravement mise ^ '^^ins, par rapport à Héron ei à ia 
que Héron était au moins d'un siècle post^j-i ^ ^«ute depuis qu'il semble prouvé 
^^ri/ne«jtfMr5 paraissent plutôt dériver, p^,^ l'-^*" ^ -'^^guste; les connaissances des 
d'une part des disciplines étrusques, de 1'^^ *^*'^'*'*i^diaire dupolygrapheVarron, 
perdues (T.). ^ti*e de sources grecques en partie 

(^) Si ce perfectionnement est sûrement: 
prouvé qu'il le soit à l'introduction des chif^* ^^*^^ieur à Gerbert, il n'est point 
être dans ce pays qu'il a été réalisé (par des ^^ ^'"Q-bes en Espagne; c'est pe»*- 
à se servir de Vabacus romain, qui disperà^^^^^^^^^Çants juifs?) pour continuer 
avantages de la nouvelle numération (T.). ^^it d'écrire tout en profitant des 






roc. 
raec 
eorr 

i (.■. 

\n 

'lit il 
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Cependant, tant c2âr:is Igs Gloîtr( 
merciales dusuct cio l'iEur-oj^^, surU 
un terrain propre à Ja gjj.Wxjê.t'G cIgs Me 
ce que Ton vit hÏG^rx lor-sciu'GlIe^s rcvl 
meilleure forme. Cg t-gCout- stllait s'o 
<ies Arabes: ceux-oî, d'tmo part, ai 
intelligence des IMsitlikGm^tiçfues gn 
«mprimé des progrès r^ouivGSkUx qui, 
<îaient plus accessîJbl^s ci^'ellGS ne j 
écrits grecs conservés ; ci 'stutre part, il 
une large mesure, l'Jkritttmétique j 
î^près leur rencontre sivgc Igs Arabes ^ 
<^u bien aussi tant en EspstgrnG qu'en 5 
temps pour que les Européens s'approj 
matiques et, du même covip, une part 
«t de l'Arithmétique g-recQties et indie 
durant cette assiixjilation cftie se prépar, 



' "** »«''**iiciique g^f trc:' Vf '-"-^'^ '-^'' ^^iuit3 

durant cette assiixjilation quG se prépar. 

novation, de développement rapide, coïi 
jBu cément du xvj« siécie, avec les g-rands j 

(}' ^^'^"t'*es directions et qui marquent la 6ai 

f, nouveaux. 

et. De tout ce qui vient d'être dit il ressort 

,re précoce ~- et la plus consiciéral3le — du ( 

t Mathématiques au moyen âg-e revient bien 

r.î ce qui est des conditions extérieures elles- 

veloppement,j-attirerai tout d'abord l'atte. 
gieuse rapidité avec laquelle les Arabes, 
raahomélisme, étendirent leurs conquêtes 
immense de pays: bientôt alors. 



immense de pays: bientôt alors, par l'accei ' 

gion musulmane, les indig-ènes de ces régie ^ 

qu'un avec les Arabes et de nombreuses conl 
liées les unes aux autres ; or, parmi ces ten 
vait l'Egypte, antique beroeaxx de la Geomelr 
<i"e où cette science s'épano«it le rnxeni^ 
Pius longtemps à donner des signes réels a 
même que d'autres parties encore, peuplées 

ouinQuencéesparla cial ture ï^^^^^^^^^'^V^' vp^Voi 

Les Arabes envahirer^t, également ^^s i egi 
été,jadis,le séjour des ast^r-onomes l^abylomeus 
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poussèrent jusqu'à l'Inde et, <ie la sort f 
ec l'Arithmétique indienne beaxacoiir^ i "''®"' ®" contact 

l'avaient été les Grecs. ^ P***^ directement que 

Mais un tel concours de circonst.an f 

s encore pour que l'on pût s'appror»ri^^^ »»vorables ne suffit 
i Mathématiques alors existantes - ' *ussi complètement 
ndant fort longtemps, pour les Orées *^**"^""***is pas vu que 
ecque est restée un trésor inerte? ^**''^~''*^*^^^» ** science 
aient eu la même occasion que dé ^^f les Romains, qui 

;iper aux Mathématiques g^eccivies ''"™**® ^®^ Arabes de par- 
Ues-ci n'avaient encore que fort r» ' ^*^ cela à une époque où 
iginelle, n'avaient pas su mettre ^à^^''^" ^^ ^^^^ fraîcheur 
lUt-être, il est vrai, la civiUsa,ro^'"***^*'' ""^^^^ occasion^ 
ùt-elle, malgré ses bornes, trorj ^^° nationale romaine 
ur assimiler ce qui concerne les bra!.^K* ^'"'^P considérable 

la science grecque, et spéciale^i ^®^ ^^^ plus difficile.. 
5 Romains ne surent point rtl ^^**^*- les Math^r« .."^*^^^^^ 
e le furent, d'une part, les pSr"?»- ^^'auss " bo^"';^'^,^^ ^ 

Occident par rapport à oe?tJ^^^^^ barbares de 1'^'' •^'' 
ime et, d'autre part, les a^^ ^^^'^ilisation rm^i-""" 
.à-vis de ce qui restait de ta^^^^' ^« V^uniTT- ^'''- 
fous les souverains arabes r^ '^^^^sation e- jeune, 

ssi haineux vis-à-vis de la scie^ ^^ *****ntrèrem *^*'^^* 
ccesseur du Prophète, en cor "^^^^ 'ï^® le f ut O P^^* ^" effet, 
plus grave des destruction^ ^^*il ne faille "***^' ^^'^'^^ènae 
jliothèque alexandrine : ç.u ' les incend* -'*^* ^"^ imputer 
poque des Arabes. Des dyrig^g^. ^ut Ue^ av^,!f ' f '^^""^^ "^^ l» 
lever, au contraire, qui nii^ ^^® ^'itières d ' ^*' ^^^^^ 

ssor de la Science et qui ^r^*** *^<*r hor^ ""^^^^^ *"»ient 
ir propre autorité : parnii ei,^^^***^ même ^ favoriser 

série des Abbassides, A.lrvT'^ ^^^ntentr.,. ^"gmenter par là 
mamoun (754-833) qui sucJÏÏ^'^sour wf ^"''*'"^ de nommer 

renten76.Bagdad,dontii^;?^rentàl«J!''**^'^ A^rraschid et 
lie ville que, longtemps ^^'ent 1 J! ^^^^ d'Omar «^t f^ 

dntint le foyer des MatK ^'^^ore l '''' ''^«idence cv!! i "" 

Uhematiciens postérieurs if^^ques ara^^^^^ abbassides se 
ïnes de mention. *^s pi arabes ; on y ratt^^' . 

Là, également, après ^ ^c. '"'^'^sidérablL^^r ^ ^^' 

258), l'astronome etmai?, ''^^êie h ^^"^^ 

^ sut assurer 



à sa science une situation favorisée; '^^^ à , 
et après une nouvelle invasion de Da ^^^eC\ 
récent des mathématiciens âe Vepoqne .^ 

à nommer, le prince tavtave «^^^'^"^ ^U " 
d'ailleurs, la science s'était étendue .u.c^u ^^ , 
contrées du vaste monde ïnus^^«^^^ • ^^f" \ 
tant pour le dé^eToppen^^^^ ^'^r^"^^ ^'.\ ^ ' 
c'est la formation d^nne^^^^^ ^'""^^ d'Oedàet. 
servir d'intermédiaire scient^f^^""^ ^^^ çeuçA : 
occidentale. 

Sous les Abbassides les tlé'^^''^^ d'î^ucM^ 

de Ptolémée furent traduits ^^ ^^^\^; plu^ 

les Traités de I>iopbanie Béton, A.reKimèdç 

en plus de ees oeuvres W^^l^'' ^^^ ^^^^" 

ouvrage actuellement perdu d'BWarque su 

second degré. l>e même, dès V^P^^^e d'Ali 

mence à traduire les œuvres astronomiqv 

Siddhântcts, appelés sindhind par les Ai 

1 usage du sint^s et, avant tout, VÂrithmét 

devait encore se répandre par les relations 

Quant aux axatres progrès des Mathém 

soyons redevables aux Indiens, ils seml 

avoir eu i^ort, peu d'influence sur les Arab. 

raient avec raisorx comme élèves des Grec 

de vue scientifique, et qui négligèrent ; 

solidement fondées, comme celles qu'ils 

prunter aux Jrxdiens. 

La traduction des ceuvres grecques les 
est Ja meilleiare preuve que, à la longue, 
au point de dé^^eloppement où ces œuv 
étudiées et comprises; et, d'après ce que 
précédemment à ce sujet, il résulte qu*un 
ne fut pas atteint sans exiger un labeur 
rable de Ja part des Arabes. Nous avons 
l'amplitude de ce travail, et de la façon séi 



('} Si NsLSsir Ecidîn dirig-ea l'observatoire de Mai 
d'Houlag-oD, c^est â. :BsLS^SLéL qu'il mourut en 1274. Ma 
qui résidait à Saxnarcando, la suprématie intellectuell 

déchue (T. ; - 
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parait chaque malhémaiicien , dans ce qu'on nous z^»p- 

du traducteur de Diophante. Aboul "Wâfa, dont :^r^^»oiis 
encore l'occasion de mentionner bientôt les mé- ,^~^ites 
iux : dans sa jeunesse, il élutli a 1* Aritliniétique s|»- .^^s=cu- 
et l'Arithmétique pratique (c'e-st-à-dire l'Algèbr-^^^^ ^' 
mélique) avec deux maîtres et, chez deux at^^ ^t,res 
:s encore, la Géométrie. 

2. — L'Ârittamétiiae et rUgèbx-e des Arabes. 

essayé ici, en particulier par compar-aison avec les .^Kr-ml o- 
.défaire ressortir la valeur et l'*Stendue des trav^ -^^ "* 
;matiques chez les Arabes afin qu'on n'aille point ti- »— ■^'"' 
eux, d'humiliantes conclusions, sous prétexte que J <?s 

ats positifs qu'ils ont atteints, en dehors de ce que -* **/ 

, savaient déjà, sont relativement pauvres; d'un atJ»*^^^ 
cette dernière circonsiance, précisément, va m'obf* g^^- 

ccuperdes Arabes beaucoup moins que les çtov^^và^!^ ^ P 
es de leur œuvre ne sembleraient pa,- aiV\euva V^i\»^V^ T 
doute, nous citerons leurs plus notables écrivains^^^ 
ématiques, mais surtout comme types, pour rnontr^^ ^ 
quels sens ils travaillaient en général, bien plulôï ««^-^ ^ 
ne individualités important à l*exposition cohérer* '^^ ^ 
îurs Mathématiques, et de 1 évolution même de ce^ *^ 
ice. 
i temps n'est pourtant pas si loin derrière nous où f«,^«--«2» 

iencomptendie les écrivains grecs conservés ol rt f^<^w 

ment connaître les Malliémauqu es indienne's """"^^^ 
l à ces Arabes tout l'honneur, tant pour l-Aiiit," alt«-»_ 
;rerit les Grecs, que pourrArilhmétiqu„ j,^^ ai,w H- *"-■ «^ 
e erreur est même consacrée par la dénomination rt°2 °^ » 
re, et par une autre expression "latliétnatique rl.ll ^. ~ 

illwe, longtemps usitée pour designer la num'é ,• '^ '*'— 
attache au sjstème de position, mais que non, II. ■ " * «-• i 
nurd'hui en l'appliquant k tout sjstème de design ,*?"''"'** ® 
conventions qui permetle de calculer mér, ■ "'^ "î' 

„nt certaines règles. Ces deux appellations t^..""""''" 
n seul individu : à leur emploi se rattachait ... t^f """'""«Ol 
ait à cet auteur l'invention, et de l'Algèbre ftl,"^"," ° 
ration actuellement en usage. • <" "« JS Bu 



nombre, enuerj ^,^ s< ï'f'^.J f ' ^i ''^pr^^,^ 

Jes opérations "l'ye ^V^Sr e*^, »* c» di ■ 

ser.é, y sont "P j ^-J ,iC=» c, o .„„■■ 

nombres «""» '"" l'e*^,^»» j,i<ï«^ «rf-*? ^ll»»" ' 

„,a„,ue cependant ^« ^ ^t, t.^^^ V J^l^^,,^ 

la sooslraeuon, <ia" ^ • .<J *îi «-^ tit" 2,eO" 

r„tre e« plos tort «" ^ ,. 4*^^ . J'. «f-^^^fce 1 

donionsouslra.. ^e^r^ ;2^.j;,r(^^ rfe , 

accessible au^ E«°P, *'S«-'' v^**^! * S-'' "j*""' 
1-Arilbméu<l« "f^ »»^e *^«-*'iî,t.'^ ve" Al"" 
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signifier quelque chose de préalablement .connu, puis- 
juge même superflu d'en donner uine explication. Au n 
nous pouvons être renseignés par lo sens pliilologique, et. 
quelques éclaircissements ullérieuirs z le premier mot sig m 
l'opération par laquelle, ayant des termes a enlever à Tu»^ 
membres d'une égalité, on les peut adjoindre à l'autr» 
façon que chacune des deux quantités égales ne compre^J 
que des termes positifs; l'autre mot signifie l'opération,. ^^^ 
vient ensuite, par laquelle, une fois cfiie chaque membre'// 
l'équation ne contient plus que des ter-nnes positifs, on réduit 
(par suppression dans un membre et p>ar diminution équiva^ 
lente dans l'autre) les termes qui sont de même nature' 
(c'est-à-dire de même degré en ^), en. sorte que, finalement 
l'équation ne contient plus, pour chsicjne degré, qu'un seu 
terme positif, situé dans l'un ou l*aixtï-e des deux membres 
Ainsi, par la première opération, l'equsitîon 




2X^ — 2X -h IO=:::Z*' 



•a:? 



se change en 



2j?--i- io = ^*-t- y 



^jt^ 



-*- 4; 



et, par la seconde, en 



d-î -f- 6 = 7 i27 . 



Le nom de la première de ces oporsitions, p 

commencer tout traitement d'équation «=^ 
à l'ensemble de la science des équsiti 
science et, plus tard, l'emploi systém 



o»^s, a dor^^"^ \]^% 



science ei, pius taii^, x ^....^^^^ -j— -^^^atisé de r«^^\ ' m/^S> 
symboles qui y servaient, puis enfin, on ^énét- ^C^^^e^^^^^ 
de toute opération sur les grandeurs ^ l'aide S^- ^^b^^ â^ 
prirent de la sorte un nom qui ï^'apps^^t^^^.^ ^^ ^^ ilié^%, 
qu'à une opération algébrique PartiotHière k ^v^ymbol^^, 
hors d'usage. En effet, nous n'attachons plus a ^ ^^^^^^^ijt 
tance aujourd'hui à ce que chaque xnembr^ ^^l^^^'^terJ^ 
posée ne renferme strictement que des termes t-^ ^^ ^ ^"^P^ n 
le faisaient les Grecs, les Arabes et leiars suce ^^*Mf ^^^^ e 
-diats en Europe; et, cependant, eoturne to^^^^^tr/' ^^^^ 
des mathématiciens grecs, cette opération ava ^ ^ ^^ o^ ^W^^" 
rationnel : c'est qu'on voulait s'assurer, p^^j, c^ ^'^ fi)I^^ Vieti^ 
que les deux membres d'une équation r^^ ^^^ (i/W^^me^i^ 
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quelque valeur que dût prendre Tinconnue, puisque ^ 
reconnaissait que les quantités positives. 

Dans l'Ouvrage en question, il s'agit en particiilVeY c 
tement d'équations du second degré et de l'applîcal 
ces équations, ainsi que de celles du premier degré. 
est exposé en mots : ainsi, tant que l'on traite \ine éq 
l'inconnue se nomme la racine, ou la chose {nés) ; son 
le carré tout simplement (*). 

La solution des équations du deuxième degro est, ô 
trée par l'Algèbre géométrique, comme chez Ei\xolicie 
en partie avec d'autres figures que celles dont, se sox-t. \ 
mètre grec; par exemple, l'équation 

x^-\- ax =: b 

sera résolue par la figure suivante : sur les quisit^r^ oô 
carré inconnu a;*, sont élevés des rectangles cle -^ d^ Ina. 
si les angles rentrants de la figure ainsi formée son.t, oc 

par des carrés de j de côté, alors le carré ci e -^x^ —V— ^ ^ 

«^ 

qui en résulte aura la valeur connue, b -h -y- • 

Cette forme de solution, qui revient encono c^lck^z. o. î 
auteurs arabes, et qui constitue au moins un^ a.ï>t>li^^ ^ 
l'Algèbre géométrique ne relevant pas d'Eu^^l^'^^ > V^^^ 
peut-être de travaux grecs qui nous sont restas xnc^on 
par exemple de l'écrit d'Hipparque, déjà \xx^T\t,^oT\i^^^9 
équations quadratiques. Toutefois, il ne faxadr-î^xt, ï> 
gurer que l'Ouvrage de Mohammed représeïrxt.^ s 



de tous points, un remaniement de quelqxx^ rrxocx ^ a.t 

le voit dans l'application des équations à deïS ^^'^ j^ 

de la vie — comme au droit d'héritage part^iouli^^''^'^ TVToViar. 

— et il est également digne de remarqUiO qci.^ j^ctai 

ibn Mousâ, à l'instar des Indiens, attrib^i^ d^xx 
l'équation 

cc^~{-a^^=z bœ. 



( • ) Proprement le terme mal, traduit census \) 
gnifie pouvoir y fortune (T.). 
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On trouve chez lui la valeur grecque tu = ^^ et la valeur 

7r = 3,i4i6, qui peut également l'être; mais il connaît aussi 

la valeur indienne y^Tô, preuve qu'il n'a pas uniquement 
appris le calcul des Indiens. 

En ce qui concerne la solution des équations du second 
degré, on voit donc que Mohammed ibn Mousâ n'apporte 
rien d'essentiel qui ne se trouve déjà dans les écrivains grecs; 
et, si des générations postérieures remarquèrent chez lui ce 
qu'elles n'ont pas toujours trouvé chez les Grecs, quand on 
les connut de nouveau, la cause en est peut-être qu'il joint 
des exemples numériques aux solutions générales qu'il pré- 
sente sous forme géométrique, tandis qu'Euclide se contente 
de donner ces solutions elles-mêmes, que Héron, de son côté, 
n'en offre que quelques applications numériques, et, enfin, 
que Diophante ne démontre pas du tout la solution qu'il 
établit. 

Si, maintenant, nous sautons aux environs de l'an looo, 
nous rencontrons à Bagdad deux méthodes fort diverses 
d'Arithmétique et de calcul. Dans un Ouvrage d'Alnasavî, 
nous voyons que, à ce moment, on a déjà réalisé de grands 
progrès dans l'emploi du calcul indien et, en même temps, 
dans l'exposition systématique et le traitement des quantités 
numériques; c'est ainsi qu'on a des désignations de fractions 
qui, avec nos chiffres (car les signes numériques ne sont pas^ 
les mêmes partout où l'on emploie le système de position), 
qui, avec nos chiffres, dis-je, auraient l'aspect des exemples 
suivants : 



o 






II 



1 1 



- 7 

ID -^ :r^ 
19 



i5 
i9 



Il ressort du Livre que nous lï^euii^^v^O^ ^<a;^s X^'à VûX^"^^- 
méthode indienne de calcul avait p^ ^ ^b ^\x\ç^4«v« ce&e^ 
gences : il est donc fort surprenant h "ff ^vvcv^^ >^"ï>x^'' 
et au même lieu, le remarquable >^ ^^\i^ ^e. \x^^^^ ^^^"^ 
produire une Arithmétique dans laai ^^Vx^ ^^^^^^"^T^i 
iument rien du calcul numérique irxrj-^^^ A ^ ^K^"^"^ 
î>" contraire, exprimés par des irir>.* ^^% -^ i & 



au 



l'arithmétique et T^*J^T^4^^7^^^^ ^^^ < ^ 

assez étendus sont exécutés sairi«=a i*.,.^ , c^'^ ^^ 

semble dénoter une résistanoet de^ T^arti • à ^^ 

indienne, et Ton put émettre l'hyï>othe5se, ^^\^s^^ ^^ 
table, que cette résistance provietxit, pout-être d' 
tranchées entre sectes religiexas^s. ^^ 

Mais, à côté de ces explicsitior^s, on ne doit ^ /cï 
d'examiner si la différence en.t,f^ -A^lr^assivî et Alk^^"^ < 
rait pas simplement atlribizabl^ èi Isi dixr^rsité mêtï*^ 
qu'ils se proposent : le premier o-lxex-olie à donner '^^ 
pour la plus simple exécutioiHL prsttiqxxo des calculs ; ^^ 
au contraire, désirait écrire xxn Ou-^v^x-si^o scientifiqt^^ 
nombres, et leur usage; — il st dorx<3 3veo raison r^^ 
son point de départ chez les Citr^c^s, ^t, non chez les X 
S'il emprunte à ceux-ci leu-X* r^g^l^ d^ t^rois, c'est dcJ 
en lui donnant une base solides dsins la tliéorie des 
tions d'Euclide; et s'il onciet de? fsiife connaître tels 
mécaniques qui, en réalité, p^e^xj-ve^r^t:- servir à traiter ai 
les calculs numériques, cet,t,e oncuissîon n'égale pas cef 
celle d'Euclide lui-même, qui non seulement pas/ 
silence les ressources mécaniques qu'on devait avoir 
temps, mais ne donne même auoun exemple numériq 

Cependant, si Alkarcliî trouve l'occasion d'expliqi 
quantité de méthodes grecques de calcul, méihode% c 
bien inférieures à celles des Indiens z cela s'expliqu 
doute, par son admiration pour- les Grecs, et cette ado 
lui inspira naturellement r>our l'ensembie de ces pr 
au point de vue théorique , un intérêt que n eveiiiai 

encore les méthodes ind.icnnes- i _,., 

T^ i p „^ «i^ nu^isse expliquer la dii 

De quelque façon qu.e se i^ixj.»^ ^ . , , ,, 

entre les deu. écrivains, toujours est-ii qu eiie rnc 
temps qu'il fallut pour amalgamer les «Pf^J^/X^^^f ^« ' 
en ce qui concerne les Mathématidues et ie caicu/ et 

^^-^^-»t riu même coup, cjue i 
part, ces deux Livres prouvent, ciu i ^^, ' ^e 

. ,, , , ♦ ^^ l'une et i autre source. 

posait des lors ^^'ëem^J^t. <i^^i ^ ^^^^ ^^^^^^ ^^ 

En tous cas. Alkarchî sut ^J^\^^^^^ /^^^^^^ ^^_j,^„ 
et même utiliser dans leur tra^^^ ^^ ^ ^^^^ ^^ ^^^ 

niques que ceux de son -TJÎcuIs étendus qui se rem 
témoins, d'une part, les ^»^ ^t, son important < 

dans ce Livre même, et, o- «»" ^ 



z. 
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d'Algèbre, Alfachri (ainsi nommé, vraisemblablement, du 
nom d'un personnage). Dans ce dernier écrit il se révèle 
comme un éminent élève de Diophsint.e : élève qui ne se con- 
tente pas de reprendre un très grand nombre des recherches 
et des exemples du maître, mais qni réalise en même temps, 
lui-même, des progrès considérables. Sous ce rapport il faut 
mentionner qu'il élargit le langage s:>.mbolique de Diophante 
et que, à certains endroits, il se sert même de symboles pour 

deux inconnues; il donne des règles t^i«,^ i * ^^„.- ^pq 

,,,,,.' . , o*^^ ï>lu.s complètes pour des 

calculs algébriques dans lesquels iràt*^.-^,- • ^.,û pi 

, ., ^. \ , ,. .. * **^^*" vient une mconnue,ei 

traite nombre d exemples distincts ^-1-=.. v ♦,,^iivp 

u T^- u * 11 * . »^ , "^ ceux que Ion trouve 

chez Diophante — allant jusqu a de«% ^o..*, ^,> . j^» «^în^s 

, ^ "^ ^ '^^s Problèmes indéterminés 

de genres nouveaux. 

On peut en citer, comme exemr>i ^^ i 

^ ^^^>les équations 

si Ton pose ^^^ -^ bx^; 

on a, par suite, ~~ -^^07, 

où m* et 71- sont des nombres carr*s ^t\t» 

dont la différence soit égale à a ^> ^^^^ arbitrairei^ 

Toutefois nous attacherons une irri ^^-i^s^ 

aux progrès que nous allons abordc-S^**^^^^^ V^'^^Xi^W^Çi^^^^^jr' 
rapportent plutôt à la simplification ^^^^'^^^ï^SitxX ^^ // A^ ' 

et, afin de les apprécier complètent ^^^ ^^^ions ^(///VV^^^^ 
qu'Alkarchî ne s'était pas unique n-i ^^*» îl ^aut ».^*^^o.O^Aboeies 



qu AïKarcni ne s etaii pas uniquem — ^aut y\ ^^f^^'^^^ 

pratiques de Diophante, mais qu*ii ^^ ^^^iïïlVVA ^^^ ^/T^^^^^^^. 
que comporte une démonstration -3 ^"^^^vait ^^r ^y Gv€CS' 
il nous l'avait déjà montré dans so *^ Pe^^^.^V)^^ 

Néanmoins il ne donne de ci^i>^ ^^^hroéf^^^ c}^ ^étri^"^^ 

que pour les solutions d'équations r^^^^^^'^^îori ^^^^ ^^^orHOU^ 
savons que c'estla seule forme de cl ^ ^ ^^^otxa ^ ^^0/^ Jérales^ 
suivant les Grecs : et cependant l^^^^^"l-Vat* ^^^ -^ eut 8^^^^ 
une plus grande aisance que les*Oi^ ^^^«^Xic^ ^^^"^ ^^ ^m nflrfà 
cas, il représente œ^ et ax par ^ ^^^ -• ^a ' *^ ^ 
écrivain grec, dans une démonstra.* ^^ ^^^rn ^* ^^hV jé^^^^ ^^^^ 
rectement en changeant x^ et et ^^^» ^^*^^^^^i ^^râffïÈ^^' 
côté. Au reste il se contente d'écl • ^*^ ^^ ^Ut^,^ j * 

par un exemple unique ayant n--^ ^^''^ir 1^ ^tij^i^^ ^^ ^^'"" 

^ Poc»^ .b^,/^ ï^l%|,t-t des règles 

^ '*îo«r»-trer qu'elles 
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ressortent des calculs eux-mêmes; il remarq 
d'autre part, qu'on doit se préparer à l'inlel 
algébriques par les règles générales d'Arii 
données dans son Ouvrage antérieur — p 
donner plus amplement de telles règles 
briques dans un Ouvrage, que nous ne pc 
reusement point. 

En elles-mêmes, ces considérations n'o 
de très original, car le calcul réel avec des 
nels doit avoir également servi de type 
leur méthode de calcul géométrique, méth 
laquelle ils en vinrent à traiter les quantité 
l'aide des mêmes opérations; mais ce qui 
dant, c'est que ces considérations fussent ex 
en relief: on voit la même chose pour Alkan 
avec laquelle il manie des radicaux irratior 
ces quantités ne sont pas représentées p 
mais par des mots qui correspondent at 
de puissances avec le même exposant; toi 
chez les Indiens, l'auteur montre nettem 
peut calculer avec ces quantités, comment 
peuvent être multipliées ou divisées, quelle 
de la puissance, et comment, d'autre part, 1 
et cubiques peuvent s'additionner et se soi 
puissances sont des nombres semblables, pi 
La démonstration de ces dernières proposit 
par l'introduction de facteurs rationnels e\ 
radical, mais bien par l'application dire< 
(a-^by et {a-hby. 

Ainsi nous voyons qu'Alkarchî calcule a 
irrationnels ou, en d'autres termes, qu'il le! 
ment comme des nombres : c'est ce qu'il fa 
tement lorsque plusieurs de ses équations 
des racines irrationnelles; alors, dans ces é 
boles qui correspondent à notre a?"» repré 
sances de nombres irrationnels, — tandis 
admet toujours que a^ doit être un nombre 

Maintenant nous avons vu, il est vrai, que 
laient sans aucun scrupule avec des nombi 



.6o ^ ^^^«^^ ^^*- . rnn^ent imités. A 

mais ce n'est pas eux qu'Mkarcbî a scie ^^ ^^^^ ^|,^, 

contraire, il reste significatif de voir ^^^V^„j^^isé, grâce au: 

qu'eux par un homme entièrement lai ^^ ,^ j^ ^^^^^ 

écrivains grecs, avec Vidée de ^i^rationne ^^^^^^.-^yes et 

dont il distingue entre les démonstrations 5^^^^ ^^,.^ ^,^^^ 

les explications arithmétiques, donne ^ ei dernières 

convaincu de l'impossibilité de trouver dans ce 

aucun fondement universellement valable. mouvaient 

En tant que disciples des Grecs, les Crabes ne po 
donc s'en tenir aux raisonnements arithmétiques, ei no 
pouvons voir, en particulier, à l'Algèbre ^«^.^^^^Wr^n 
le remarquable mathématicien et poète philosophique au 
xi« siècle, Omar Alkhaijâmi : il met ses explications de ia 
signification des radicaux irrationnels en rapport direct avec 
les strictes conceptions des Grecs ; il distingue entre les 
résolutions d'équations, par rArithmétique et par la Géo- 
métrie — pour les premières, il ne veut pas qu'elles soient 
seulement rationnelles, comme le voulait Diophante et ce qui 
suffirait logiquement, mais encore entières. Puisqu'on peut 
calculer avec ces quantités, une démonstration arithmétique 
de la justesse de telles résolutions est suffisante; au contraire 
les solutions du deuxième genre peuvent être irrationnelles, 
et c'est précisément pour cette raison qu'il est besoin de la 
Géométrie en vue de les énoncer et de les démontrer. 

En conséquence, les racines carrées et cubiques sont 
représentées à l'aide des constructions, connues depuis les 
Grecs, d'une et de deux moyennes proportionnelles; pour les 
radicaux d'ordre plus élevé, Tespace n'ayant que trois dimen- 
sions, il ne saurait être de représentation géométrique pos- 
sible — et Alkhaijâmi n'en connaît point d'autre généralement 
applicable — tandis que pour la formation des puissances 
d'ordre supérieur, au contraire, il indique, d'accord avec la 
théorie euclidienne des proportions, la formation des rapports 
composés. -^ Grâce à ces rapports composés on obtient indi- 
rectement une explication de ce que signifient les radicaux 
irrationnels d'ordre supérieur, rencontrés dans Alkarchî. 

Ainsi la conception d'Alkhaijâmi est donc parfaitement 
grecque : Alkarchî, lui-même, en aurait probablement reconnu 
Timportance théorique. 
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l'e^rT'''!;'''''"^^^*^"* ^«« radicaux, ^/ ^^^^ 
1 extraction des racines carrées et cubi^^^^î '^ 
'1 ajoute que, de son côté, mais alors d^^ pO^ 
connu, Il a donné des règ-les d'extracti^"^;^, * l 

a exposants arbitraires. I>ar»s ces conditJ^'^ çO 
ment connaître les coefficients Jbinomiatf'^ .èî 
exposants entiers et, par suite, posséderiez ^i 
lion de ces coefficients. Il dit enfln n'avoir** ^j 
de ces racines que par l'Aritli m étique ; alors, V ■ 
tion n'est valable que dan s les cas où elle afeotl* ^ 
rationnelle, faute de quoi il n 'avait pas mèflve ®' 
manière précise, la signification de cette oçéV»^ ' 

ilestclair, cependant, qu'aussi bien Vexlracùo i 

racines que celle des racines carrées et cuViQ 
iisable pour un calcul approché de racines i 
au reste, comme exemple d'extraclion approxi» 

cine, nous pouvons citer Al karctàî : pour y/^^' ' 

nombre entier immédiatement inférieur, il donc 

valeur plus approchée ce -+- — , valeur qu( 

en appliquant la règle des ^^^^^ rctvtsses posh 

a^orum falsorum) (c/. p. 2^ S) ou bien encc 

lation entreaeta4-,. 

e.H'AS"^.'^'""^''^"^^*!»® soient les points de v) 
iaAiRhaijami,quantati traitement des radicau 
pation de ces extractions dut néanmoins contribu 
onez les Arabes un problème rejeté dans l'ombr 
celle grec, à savoir la sol uti o n cl et l'équation cul 1 
racines carrées et cubiques- Si les Cirées, ce qui 
se sont occupés de ce problème dans l'antiquité, i . 
perdre de son intérêt à leurs yeux pax- cela mêm 
vait résoudre les équations cutoiciues à l'aide c 
géométriques, - les mêmes, précisément, qui 
une représentation universellement valable de l : 
ique, -- c'est-à-dire par l'intersection de seclioi 
on devait aussi, comme nous l'avons vu, cesse 
resserà la réduction de p»roblèmes en éciuatior 
telle que la pratiquait Àrchimétle, en voyant qu 
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sible, en dehors de celle réducUon, de^ r-ésoudre ces questions 
par les mêmes procédés. 

Bien que ce ne furent pas les A^rabos qui devaient trouver 
la solution de Téqualion cubiqize, leurs nombreux travaux 
manifestent suffisamment rintérê t. cfui'iJs portaient à ce sujet: 
le principal point de départ de oos recherches fut le pro- 
blème d'Archimède sur la division do la sphère, et la vieille 
solution de cette question par des sect,î ons coniques (cf. p, 162 
179) dont on rapporte Torigine à -A.rcl:iimède — ou, du moins! 
à son époque. Comme celte solution, ainsi que nous Tavons 
vu, embrasse, ou du moins peut êtx-e racilement amenée à 

embrasser toutes les équations de la forn^e ^^-x-a ^-^h 

que, en outre, la condition d'égalité de deux raci net s'y tr^vê 
expressément, et qu'il est aisé, soit de réduire à cette forme 

1 équation générale du troisième dee-t**!^ c,^:* ^ 1 

^, ^ , . . ., ,^*^» soit de la traiter en 

substance de la même manière, il n*\r ^^^^z* _ 

A^ A'fr w ' 4P *• ,. ^^^*^ pas, sur ce terrain, 

de difficultés scientifiques particulièT»*^»^»-»^-^^* ^ 

_ 4 ^ f ^^ ^rrxGnt grandes à sur- 

monter. ^ 

Les Arabes, en tout cas, poussèrent l'*s* ^ 
cubiquesjiisqu^à établir des distinctions et ^^s équations 
en partie d'après les signes des coefQcient^ ^^^ équations, 
leurs valeurs qui donnent un plus on n^o" ^^ ^^^^^^ d'après 
de racines : le classement de ce genre le ni ^^^^^nd nombre 

dans l'Algèbre d'Omar Alkhaijâmi. Alors ^^ détaillé se trouve 
particulière, on montre comment le prol/l ^ chaque classe 

les sections coniques, et combien il oon^ ^^^^ ^^^ soluble par 
tant que racines positives — puisque j^ Porte de racines, en 
dèrent point d'autres. Cependant, le clas^ ^l'abes n'en consi- 
présente quelques défauts : ils provienn ^'^^'^^ d'Alkhaijâmi 
dique pas précisément le diorisme qiaj o - ^ ^^ qu'il n'in- 

avanlage de la solution grecque par 1^ ^titue le principal 

d'autres écrivains arabes réussissent n:i| ^^<^tions coniques; 
sèment (Alkouhî en particulier) en s^ ^''^ <ians un tel clas- 
nuscrit transmis par Eutocius. ^^formant au ma- 

De ce fait que les équations du tr» • 
élucidées avec plus de détail que dans i- ^^^ïïie degré furent 
telle qu'on l'avait alors et qu'on la r>o T^^^^'^étrie grecque, 
nanl, elles servirent aussi plus direct ^^^ ^*^core mainte- 

^«lent à la solution 
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d'autres questions, tant d'origine grecque que nouv 
les premières, la trisection de Tangle gagne une f( 
lutions : c'est ainsi que nous devons aux Arabes 1 
même que l'on est en droit, peut-être, vu sa conn * 
les lemmes d'Archimède, d'attribuer à cet écrivain i 
^^Ikouhî trouve également la solution du problème q 
à déterminer un segment de sphère d'après son vo : 
surface courbe — il y joignit une méthode pour i 
diorisme correspondant, diorisme que donne Archi i 
fin de son deuxième Livre sur la sphère et le cyl i 
p. i53 et i8i). 

Ne parvenant pas, cependant, à imaginer une solut 
raie des équations du troisième degré par radicaux, 1 ; 
devaient alors s'en tenir à ces équations elles-mê i 
les problèmes de calcul pratique qui en dépendent; 
aujourd'hui encore, ce procédé offre plus de facilil ; 
calcul que l'application de la solution générale. 11 m 
conservé un exemple fort joli du calcul numériqi 
racine d'équation cubique; on s'est servi de ce c 
XV® siècle, pour élaborer les Tables trigonométrique^i 
Beg, mais il peut fort bien dater d'une époque plus an 
5m 3° étant connu, on se propose de trouver 5m i°. 
pend alors d'une équation de la forme 

X étant assez petit, on peut, avec une certaine approx 

l'égaler à -p; on calcule, pour cette quantité, une vî 

proximative a telle que le reste de la division R soit 
même ordre que a^. 
On a alors, en posant .2: =r a -i-y. 



d'où 



^ ^ V - (^ + y)'+Q 
«+/— p ' 

7= p 



Comme le reste R, qui est du même ordre que a% e 
par rapport à a^y, on peut, dans un calcul a] 
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négliger les termes qui contiennent y au numérateur, 
et Ton obtient alors, avec une nouvelle approximation, 



y 



a' 



R ^ S 



puis on insère dans Téquation rigoureuse j = 6 -h s, où z à 
son tour, se détermine de la même manière par approxi- 
mation, etc., — les fractions étant d'ailleurs représentées 
comme sexagésimales. 

L'objet dii calcul que nous venons d'indiquer ici appartient 
à la Trigonométrie : nous nous occuperons bientôt de cette 
branche mais, avant d'abandonner l'Arithmétique, l'Algèbre 
et la théorie des nombres chez les Arabes, dont nous avons 
examiné jusqu'à présent les diverses conceptions générales 
nous allons donner quelques types des résultats obtenus dans 
ces domaines, particulièrement dans la théorie des nombres 

Au ix« siècle, Thâbit ibn Korra joignit à la détermination 
euclidienne des nombres parfaits (p. i3o) certaines rèeles 
pour déterminer les nombres que les Pythagoriciens aDoe- 
laient nombres amiables^ c'est-à-dire des nombres tels aue 
Tun d'eux égale la somme des diviseurs de l'autre (voir d 28 V 
la règle est la suivante : si jd = 3.2'»^ — . i « = 3 on-i_ 
r = 9.2^-i-i sont tous trois des noncib'res premiers ab- 
solus, 2«./?.^ et 2'^^ sont alors des nombres amiables. 

A partir du ix« siècle (M, les Arabes cit^ o^ * -* ^^o 

, ,. . , , ^^ sont occupes des 

carres dits magiques : les nombres nnî 1^ * „^«f 

,. ^ . j . „ i. ^ ^^s composent sont 

disposés en carres de telle façon que les sommes des lignes, 
des colonnes, et des diagonales, y soient égales. Le plus 
ancien exemple d un pareil carre magiç,^. ^^^ ..^uve dans 
une Table chinoise, vieille peut-être de /; - • c'est le 

8 3 4 
I 5 9 
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suivant 






(') Cette date, plus reculée que celle admise ^^ 
le titre d'un Ouvrage de Thâbit sur ce sujet ( çj '^^*èL -^ ♦.. ®'^aù 

^stronomen jdrabeTij hei^zigj Teuhner, 1900, »v -J^^^> ..y^ • g/tt^ 
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^-fjS^CfM^^^^S 



Les Ax-atoes, ^*^^ j^s<lt^'^ x S, 33 et Sq'"' c/^^ 
avec les noiml^^^^ f^t-m^f ^^ ^^^^^*A/é/V^j 
qu'on en r>*^"'*^'^'-e , - etCÊ reste, ^^s mathémati'^ 

jusqu'à /49, ^4 ^* , ^^f^t éëraJement du même c:'^ 

byzantins s'occ^P^ pfoP^^'*-'^" ^^ ^^ théorie' 
Mais voioi ««es jK ^^^ ^,^^ mille par AlUt^f 

trouvée aux ^"^^"^ f^i^rneat un intérêt m^tU'^ 
présente incon*^^^*^^^.^ . ^ savoir gue l'équaH-c 
coup plus consarfj^^^^^^^f sommât, 

estmsolubie ^^*^'^"„s j^lkar-ehJ, /^^an-S'-H- 

On rencontre, f'^S^-t * ^^ ^ "^re il iî^ 

grecque pour J^-^ ^ ^^siblir la fj' ^e, il dom 
il ne parvient /'«^,2//^^«r- la «ff^^^te nous 
méthode d'Arc/ïii»^^^'^ cit^e ^*^^^^ ^iiéorènn* 
stration que nous av ^issai^^^ dans la s« 

comment les Grecs coH ^^i proë\ ^ ^u ^^- ^^ 

Au contraire, i/ ^ ^ ""^ oc»"'' -"^ ^^ 

faitAlkâschf(auxv^sièci^>' ^ 

il donne pour somme __^__ z-) M'''~+- 

5 "^ ^ .^ a.os Arabes. 

3 -ta rriri^*''*'''^^*'^t-«*wilia"sés ^ 



3 _ ta -rri&o^^*^^ t-^*"*'*^"!' ^ 

Les Arabes étaient *^*î^l '"^^/es P*"^ ''"^^''1: 
métrie grecque, et le ^^ T^c^^'^^f^^l»"*^' «" ^*'i^ 
très;naturellemenl le«rs^^i^ ^^iSs<o*-'«^'^' T!!'' '^ 
qui concerne la Géom^^^^gî, **f GO^^^r^\^*^ 
nous pouvons l'appelé*- ^* *^** lie« d«//«*»i^ 

de raison que lesVr^*'^^;,^ ^^^- ^"* rï?^*^ 
ployaient des Tables de ^*^^t, ^'^^^e exacte d^<^ 

d'arc de Ptolémée. J-« fTo.»* ^ ^Ifot^^^*^' "" ^ ^ 

indienne : c'est la tr a «i**,^ 1^ *^^ . 

qui provenait lui-mêrr»*^ ^ ^^oi» étriqué, j^ 

signifiant st/i«s. -i-sit»!^ **'*Ç« ^n'on "®««r»^ 

Pour construire une -■- „,-rx, -TZ'' ^ ^^ 

o ota ^"'^ '^«♦iaues; nous ^ - 
tout de calculer sin. » ** " d******* ♦: 

miner à l'aide d'équa*-***** 
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de voir une solution de l'équation cubique quj ggrl à telVft 
détermination. 

Le plus souvent, aussi bien ici que plus tard dans le caku\ 
du sinus de lo', on utilisait, pour cela une interpolation entre 
des sinus susceptibles d'être exprimés par des racines carrées. 
Pour commencer on se contente d'une interpolation toute 
semblable à celle de Ptolémée (p. 191); mais, plus tara, 
dans la seconde moitié du x« siècle, le grand astronome et 
mathématicien Aboul Wafâ, à Bagdad, obtient une inter- 
polation plus délicate encore r il profite de ce fait que les 
différences de sinus qui correspondent à des arcs équidistants 
décroissent en même temps cj ue croissent les arcs, et, par ce 
moyen, il savait également jugrer du degré de précision de ses 
calculs. On lui doit des Tables de sinus de dix en dix 

minutes, avec une erreur limite de gl^; enfin, pour faciliter 

davantage les calculs trigonométriques, en les débarrassant 

de ces combinaisons pénibles avec le théorème de Pythagore, 

ce qui exige sans cesse de nouvelles extractions de racines, 

il construisit aussi une Table des tangentes. 

Pour l'application de ces Ta t>I** «5 ^^ „. ., * u ' 

,,. , . j ^<*LHGs, on s attacha, en partie aux 

méthodes contenues dans r^^exA^.»»»,»,^ j„ D. I' « / 3\ 

, ,, , *^**^''^*''^e de Ptolemee (p. iq3), 

en partie aux usages du théorème cie Ménélas indioués oarla 
Syntaxe de Ptolémée (p. ia5 ) T>^ ., , ®"^'^^ indiqués paria 

ment recourir plus directement à l"o^ ^'"' "T ZT-^^ , 
l'on prenait ses recherches comme [^^^''/^^^ Ménelas et 

améliorations essentielles des calcSl«*^'"* ^P^" P? f 
des quatre grandeurs, déjà citée l ]'^ astronomiques : la règle 

Ménélas, peut nous en servir d^e^i^""?"'^" '^^ '^'"'^f! '^ 
Wafâ améliora les règles pour ces J^^^?- "^^'"^ tous, Abou 
avait créé des Tables d'une exten«,?^ ' ^" ^"^ desquels il 

et une partie de ses innovations f" ^"connue jusqu alors, 
possible la nouvelle Table des tang-en^ ^ utiliser au mieux 

Les recherches trigonométriques rf'A ^^' 
jusqu'aux confins de l'Occident of, ^^t'^onomie pénétrèrent 
Aflah de Séville, connu sous Je ' ^" "^'^ siècle, «JâWr^bn 
un grand Ouvrage astronomique . c^ ^^ **^ G^*er, écrivsl 
Ouvrages antérieurs que nous avons ''^**'^ ^® ai^^^^S^^^ ^'' 
des propositions trigonométriques *.r^ i^a»"ce qj^^es ^a plupart 

4 es emplojrées\c,*vlaSeelèe4 



futé Dis 
*- ti^-ati" formules de Pf't 
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cos 






occuper /"«Jo^'f^e^i,^ ^t j.cf O <- 
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Il est fort inutile de nous arrêter à la Trigonométrie plane, 
inutile également de montrer comment on parvient à la solu- 
tion d'un grand nombre des principaux problèmes de la Trigo- 
nométrie sphérique : ainsi, le théorème des sinuSy que nous 
venons de citer, se déduit facilement du cas où l'un des 
angles est droit — parla division du triangle en deux triangles 
rectangles. 

Aussi allons-nous nous contenter de montrer, du moins, 
comment Nassîr Eddîn résout certains problèmes plus diffi- 
ciles : 

Dans un triangle sphérique ABC (y?^- 3o, où nous ne regar- 
dons plus TangleB comme droit) et dont on connaît les côtés 
a, ôetc, il détermine un angle A de la manière suivante: 
il prolonge AB et AC jusqu'en AF==9o« et AE =90% puis il 
trace le quadrilatère complet ABCDEF ; le théorème de Mé- 
nélas ou bien la règle des quatre grandeurs donne alors 

sinBD _ sinBF __ cosc 
sinCD ~ sinCE cos6 " 

Comme on connaît, de plus, la différence a des arcs BD et CD 
on peut calculer ces arcs au moyen d'une règle déjà connue 
de Ptolémée (p. 191); cela fait, on connaît les hypoténuses et 
un côté dans chacun des deux triangles rectangles DBF et 

DCE, avec quoi l'on peut déterminer DF et DE ainsi que 

leur différence, qui n'est autre que l'angle A. 

Mais la manière dont Nassîr Eddîn détermine les côtés 
étant donnés les trois angles, est plus remarquable encore : 
comme nous le faisons nous-mêmes actuellement, il ramène 
ce problème au précédent par la construction du triangle 
polaire ou triangle supplémentaire du triangle donné c'est- 
à-dire d'un triangle dont les côtés ont pour pôles les sommets 
du triangle donné ; on sait en effet que, dans ce cas tout 
sommet de l'un des deux triangles est le pôle d'un côt' d 
l'autre, en même temps que les angles sont les supplément 
des côtés de l'autre triangle. L'ouvrage de Nassîr Eddîn prouve 
que l'invention première de cette proposition, retrouvée 
depuis par les Européens, revient bien aux Arabes 

Ayant de prendre congé de cet auteur, remarquons aussi 
qu il connaissait le théorème plammetrique suiv 
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point de la circonférence d'un cercle, qui roule à 1 
d'un cercle de rayon double, décrit un diamètre d 
€ercle. 

Les diverses recherches trigonométriques, tant < 
aboutirent au calcul des Tables que celles qui furen 
tées parla détermination des triangles, comportaient 
transformations trigonométriques et la solution de 
équations : nous venons de faire allusion à Tune d'^ 
connaissait déjà Ptolémée, mais nous citerons encor* 
formation exprimée aujourd'hui par la formule 



cos© cosS = - [cos (9 — à) -h cos (9 + à)] 

et dont on se sert pour rendre la somme de deu 
calculable par logarithmiques. Autrefois elle servai 
contraire, à remplacer la multiplication trop diffîcil 
addition et, plus tard, on en devait généraliser Ta] 
en Europe, dans le même sens. 

Ni ces formules, ni celles qui servaient à la sol 
triangles, ne furent cependant exprimées dans aucu 
de symboles. Même encore chez les Arabes, la Géom 
le truchement des Mathématiques générales; a fo 
vail-elle suffire là où il ne s'agit que de quantités 




géométrique. Au reste, cela n'était pas si difficile q 
pourrions croire, gâtés que nous sommes par V 
formules; qu'on en juge seulement par cette fîgur 



270 LE MOYEN AGE. 

dont rastronome égyptien IbnJounos se sert, au x*^ siècle, dans 
ses Tables astronomiques, dites hâkimites, pour démontrer 
la règle exprimée par la formule que nous venons de citer. De 
même que pour celle de V Analemme, la figure se présente 
dans le plan du méridien : HH' est la ligne de section avec 
l'horizon, EE' avec Téquateur, SS' avec le plan où se meut 
un astre en un jour, Z le zénith, Z' le nadir, P Je pôle du 
monde. H'P == ZE = Z'E' ==: 9 sera la hauteur du pôle et 
ES=iE'S'r=za, la déclinaison de Tastre, ZS = 9 — a et 
Z'S'=cp + â. La projection de SS'sur la verticale ZZ' est donc 

cos^(9 — d)-t-cosi((pH-8). 

Comme, du reste, SB = cosd, et que SB forme avec la verti- 
cale l'angle 9, cette même projection aura pour grandeur 
2cosdcos9 - pour faciliter le coup d'oeil aux lecteurs mo- 
dernes, nous avons choisi pour unité le rayon du cercle 

Geber est le seul Arabe d'Occident que nous ayons eu à 
mentionner : c'est lui-même qui lit part aux Européens desa 
façon d'envisager la Trigonométrie, conception à laqueUe, 
d'ailleurs, il manquait encore le traitement général des 
triangles plans et sphériques. A propos des Mathématiques 
arabes d Occident, nous ne désirons plus faire que la re- 
marque suivante : peu à peu, la méthode arithmético-algé- 
bnque se débarrassa des formes géométriques grecques, 
andis que se développait l'emploi des symboles mathéma- 
tiques, par exemple I introduction d'un symbole pour la racine 
carrée. ^ 

Cependant les écrivains grecs e-flrriQîz.^* 

, , . , ., ,^^**&^i baient une autorité révérée 

chez les Arabes occidentaux eux-mêmes, et c'est nar leur 
intermédiaire qu'ils furent connues Ar. T7„ 
sanre sV serait toutefois rPno/J *^urope : cette connais- 

sance s y sei ait louteiois répandue notablement nlus vite si les 
Européens avaient eu pour maîtres H î po.7 , ? ^ 

V V tiidui es directs les Arabes d'Orient. 

4. — Premier réveil des MAtiiA».^x- 

«auiématiques en Europe. 

Notre dessein ne saurait être de nn. 
cularités qui concernent le médionp- j ^''''"^''" -"' «^^ P* 
donné dans les cloîtres au calcul ^ ®*<*PPeaJent qui fut 

8^ec l'abaque romain, ni 



prehier réveil des mathématiques en eu 

• même des voies par lesquelles les Arabes firen i 

: Europe d'autres procédés de calcul, tout comir 

^matique meilleure que celle qu*on tenait d< i 

d*autant que quelques importations peuvent éj 
venues de Constantinople et d'aytres lieux grec 
Cependant, si nous voulons parler du plus gn 
licien d'Europe au moyen âge, Léonard d« 
l'an 1200), nous devons, comme repoussoir, di 
passant à quel point, par ailleurs, on se trouvait 
son temps : on possédait alors, par traduction d 
Traités de calcul (algorithmes), une Algèbre d 
premier et du second degré, les Éléments d'I 
Syntaxe de Ptolémée; mais les quelques exem 
j scrits n'étaient accessibles qu'à fort peu de gen ' 

;; lecteurs, eux-mêmes, étaient assez peu capables 

^ la substance et de la mettre à profit. 

\ A la même époque déjà, en maints endroits, 1 

ritbmique, c'est-à-dire indien, tendait à gagn 
savants, — cependant que d'autres employai 1 

Gerbert, futur pape Sylvestre II, avait contribue 
d'un siècle auparavant, au perfectionnement | 

sur lequel on écrivait les caractères numéric i 

colonnes distinctes (p. 248). La différence ei 
méthodes consistait donc en ce que l'Algorithn 
à l'emploi du signe o, n'avait plus besoin de \ 
colonnes; d'ailleurs, aux divers procédés, si 
différentes traditions, parmi lesquelles celle 
louange des Algorithmiciens : à la suite de M 
Mousâ, ils persistaient à considérer comme d 
spéciales la duplication et la division par deux.- - 
ils avaient l'avantage de connaître VextTact\o\ 
carrées et cubiques, tandis que les Ahacistes w 
que celle des racines carrées. Enfin, les Mgorit 
ployaient les fractions sexagésimales* les Âli 
nuaient, en partie, à se servir d.e la division du 
dérivait du système monétaire romain, 
Léonardo Fibonacci — c'est-k-dlre fils de Bon 

on l'appelle souvent du surnom d.e son père 

de Pise, importante ville comTia.erelale où, de 
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apprit le calcul sur l'abaque. Bientôt: il visita, au cours d 
voyages d'affaires (ou peut-être oomme fonctionnaire^ 
rÉgypte, la Syrie, la Grèce, la Sicile et Isi I*rovence: et il p^^^^ 
de cette occasion pour pousser plus si^rairit, son instruction ^^'^ 
calcul et en Mathématiques. Ce qix'il sipprit ainsi des A^s^^^^ 
et des Byzantins, il essaya d'en fairo part à la race latine V^x- 
son vaste Ouvrage, le Liber Abaci, darxs lequel, avec une hab/- 
leté supérieure, il donne et traite, pair ^^ nombreux exemples, 
presque tous les calculs que nous avons rencontrés jusqu'ici: 
calculs sur les nombres entiers, éorits d'après le système de 
position, et sur les fractions; toutes ^sx>ècesde comptes com- 
merciaux; solutions de problèmes qui, s'il les avait mis en 

équations, eussent dépendu d'équations du premier degré, et 
qu'il traite par les deux règles de fausses position et la méthode 
indienne d'inversion; progressions sirithmétiques etsériesde 
termes dont la différence seconde ost oonstante; problèmes 




se 
_ lelques 

problèmes aussi qui relèvent d'équsitionV indéterminées du 
premier degré — mais homogènes seul^rne et ne présentant 
par conséquent aucune difficulté se ri on ^. extraction des 
racines carrées et cubiques; enfin, prol>i -^^'' î dépendent 

d'équations déterminées et indéter»-*-* -^'5^^^ ^ deu%iè^^ 



degré. 

Le titre Liber Abaci ne rime s-n^^^ -a «vec c^ 

fait que Léonard emploie partout le sxr ■^^"**^* Wvoi^e *^ ' 

on sait, en effet, que c'est le calcul su^^^*^^^ ^^^ u'ii ^^^^*' 
appris tout d'abord; quant à l'ArithiTàetî al>aqo^ q ;\Vava^*' 

empruntée directement aux Arabes *=».♦ '^^io indieni) 9 ^^J 

♦ ' 1» L* ^ I>eu*-^'tre n'en av**» 

même pas rencontre l usage en Euro - 11 n'é^^ 

connue que dans quelques cercles ^ ^ ^ ^-*^ ^ fe Q^* 

prouve, du moins, qu'il n'est pas al^-^^. ^*^^^^^"^'j'»ftrigî'^^' 
c'est qu'il déclare avoir trouvé lui--!-,^ r^^*^*^'"^'^^^" de 13^ 

• ^. . ^-'^^rti*:* ï '.c».-ir*rartlOn ^"^ , 

racine cubique; or cette extraction n*e^ Gi:x^^i<^^ Alkafcb^* 

celui des écrivains arabes connus qui ^^ r>^s clôns ^^^ 

lui la plus grande influence et auquel *^ ^.A^oirex ^^j^^ 

ment, une foule de problèmes qu'il ♦ ^ erxzi.pn'Tunte, ^ 

^ • • 1 H *i *i'ait-=^ -r €^ iitefoiSj ^ 

façon oriemale. '^^t^, x^oviei^ 
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iecalcul approximatif d'uno racine carrée, ci^' 
( p. 261), paraît encore avoir suggéré Vapproxiïï^^ 
parLéonard,aumoyende la règle des deuxîaUS' 
pour -une racine cubique dont la partie entière 
nue : sis/a-i-r est la racine cubique cherchée, « 
sente Je plus grand nombre entier contenu dan& 
la valeur approximative est 



a 



3 «25 



€^ —h 



L'exposition de Léonard, dans le Liber Aha 
accompagnée, partout, de démonstrations sous f^ 
trique : c'est également le cas p>onr sa JPracticc ' 
qui, entre autres, contient des extraits des Uvr€ 

triques d'Euclide, alors peu con.ràus d'ailleurs 

strations y diffèrent souvent de celles d'Euclld 
cependant personnelles, car on les rencontre éga 
des écrits arabes plus anciens- 
Bans les Ouvrages que noias nnentionnons h 
sous une forme claire, qui dLGrxot.G une assimilati 
et un libre maniement des matiores, considère le 
les plus importants d'Arithmét îque, d'Algèbre etd 
élémentaire, connus avant lui, et les rend plus 
que ne l'eût fait une simplo traduction des livr: 
avait puisés : il éclaircit en particulier les questir 
métique au moyen de nonil3reux exemples. Mais j; 
propre, même pour surmonter des difficultés sei 
paraît principalement dans les solutions de qu* 
blêmes qui lui furent posés par le philosophe de 
Maître Johan de Palerme, en présence ^^^^"^^ 
déricll : dans Pun de ces exercices, ^^ .^^%'^^^\ 
un nombre carré qui, augmenté ou clinn ^^^^^ 
nouveaux carrés, c'est-à-dire cl^ resouui 
équations 



nm 



j ^2 :^^:z^ ^^t^^ <^ 



/' ^ avaient d 
a étant égal à 5. Ces équations ^^, ^^^ticiens 
traitées antérieurement par des m^ 



z. 
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avaient trouvé que x^-ha et œ^—a sont des nombres carrés 
à la condition que Ton ait 

Au reste, cette condition se déduit aisément du traitement 
des équations doubles, familier à Diophante (p. 211; cf. aussi 
premier problème, p. 2i4), joint à la détermination de tri- 
angles rectangles rationnels par Euclide; Léonard parvient 
cependant au même résultat par une voie un peu différente, 
en utilisant le théorème suivant : Les nombres carrés sont les 
sommes des premiers nombres impairs. 

Après quoi il s'agit de déterminer m et /i de façon que 
4/wn (m* — /i*) ait une valeur donnée, 5 dans le cas présent, 
et Léonard démontre tout d'abord que les nombres de cette 
forme, si m et n désignent des nombres entiers, sont divi- 
sibles par 24; puis, pour obtenir, autant que possible, des 
équations solubles en nombres entiers, on devra multiplier 
les équations données par un carré tel que le nouvel a soit 
divisible par 24. Léonard multiplie par 12'; dans ces condi- 
tions 

5.i2« = 4.5.4(5 + 4)(5-4), 

et, par suite, 4i'± 5.i2* sont des nombres carrés; on trouve 
alors les carrés cherchés en effectuant la division par 12* : ce 
sont 






!;)■• (10' " (fO" 



Dans la solution, qu'il établit très généralement, Léonard 
trouve encore le moyen d'indiquer une détermination de la 
somme des premiers nombres carrés impairs jusqu'à une 
limite donnée : voilà donc une addition notable au résultat 
cherché. 

Dans un autre des problèmes posés on demande de déter- 
miner Xy défini par Téquation 

^'-h 2^*-h 1007 = 20. 

Léonard trouve d'abord que x est compris entre i et 2, 
par conséquent ne saurait être un nombre entier; puis il re- 
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marque que x ne peut être, ni une fraot,ion. r*^ 
une des quantités irrationnelles qu'ét,a.l3lît. E.\ic\ 
dixième Livre. Il comprit d'une façon. pa.r*faiiler\ 
contenu de ce Livre assez ardu et riu.**!! èt,\ji^ia 
pour y trouver, autant que possible, clos forme 
meraient exactement les racines de l'éq\asit,ion xs\ 
pendant, comme il le déclare, il remp>latoo T>ar t 
les grandeurs générales représentées géométrie 
Euclide. 

Ainsi donc, la racine n'étant point, uràe avianli 
connue, Léonard doit se contenter d'essayer urn 
prochée : il exprime cette valeur erà fratct^ions se 
sous la forme 



X 



i°22'7''42''^3a*v^v^^Arâ^ 



résultat dont l'excédent n'est que d' i \^^ environ. 

Léonard ne dit pas comment il st t^roiavé cette 
mais, probablement, il ne dut suivre sixictine met 
minée, prescrite avant lui : comme fersiit encore \ 
un calculateur exercé, il essaya su.ccessivement, p 
leurs obtenues déjà, les correction. s qui, vn. toutes 
tionsde ce cas, devaient paraître les x>l^^s convenabl 
trouver ces valeurs d'essai, il avait èi sa disposition 1 
deux fausses positions (^yx'W'èdi^^x^K, vitiliser en tant qu 
tion, comme cela ressort de ses csiIculIs. <le racines 
Du reste, en bon calculateur, il sxit. également ai 
dénominateurs dans les correctiorks ciiji'il détermi 
procédé, de sorte que sa métliocle x-essemble assez 
Viète, ou, comme on l'appelle vulgairement, à U 
newtonienne pour le calcul aï>I>^o:xLin:^a^if des raci 
équation algébrique : celle- ci n'est., a.' ailleurs, q 
tension du processus ordinaire t>ovLr la détermiri 
chiffres successifs dans une racino ^^*"'^^^. ^^^^^^ 
thode employée par les astrononaes, a.epu\s ^^\^^ 
la détermination des fractions sexagésimales co 
mations successives d'une racinet oarre^e. ^^^ 

On a constaté, récemment, que. ^''^'^^f^^^^.LvA 



choisie de telle sorte que, on ^«^?'^"**";' ^^^. oA^eV 



fractions sexagésimales, et 
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Lé les corrections successives, on obliont relativement ^r-cs 

te la vraie valeur, à un petit écart près . 

Suivant cette dernière remarque, Léonard partage p^^^^t- 

re l'honneur de cette grande approTtimation avec celui cjiJi 

posé le problème : il est même pos5iih>le encore que ce s 

îonard lui-même qui, à Toccasion cle la séance solennelle 

ésence de l'empereur, ait inspiré IMaître Johan; mais celci/ TT ^— ^\ 

ipendant, Sicilien, et qui accompag-naiit cet empereur éprk 

î science arabe, peut également avoir emprunté le problèm 

IX mathématiciens arabes eux— nnêmes. Personnellemem 

îonard était évidemment un discip>le des Arabes; on vo: 

me bien que ceux-ci avaient dû. poxisser la science math^ _^ 

atique assez loin pour permettre à xjltx calculateur éminer> ^ 

aborder une valeur approximative aussi délicate : Texempl^ 

une pareille approximation, chez un écrivain arabe (p- 263 J>, 

a de quelques siècles plus récenl. 

Léonard de Pise avait clairement, exposé ce qu'il y avait c^e 

ius accessible et de plus important dans les Mathématiques 

^abes et byzantines d'alors. Mais, de ce fait, ces Malhéma- 

ques n'étaient pas devenues le h>ieri commun de tous ceu?^ 

ni s'occupaient de cette science en Europe; VvTO^^^^^'*'^ 

existait pas et, entre les savants, îi ^y ' , 

îtif commerce qui, jadis, unissait l^s Grecs A^V^N^ 

>in. La caste savante du temps, le clergé ^^^^^^ ^^^\^ 

lonastiques particulièrement, puis l^^s Uni^^^^^^i ^^X\! 



n bien des contrées; mais, pendant fort 1 
aste ne parait pas avoir subi Tinfliaence -^ - 



eu à peu de ces cercles, étendaient seins cio^*te\^^'^^^S^ ^^Ï^\ 

ans la sphère commerciale italienne, dont 1^ ^^^ ^*^f* ^^^*^^ 
empereur hérétique, Frédéric, n'éte^i^j^^ f ^^^Ppo/^^o^.^*^ 

ecommandation. ^ ^''^ U/j f^^ ^Ve^* 

Quand nous parlons ici, toutefois, ^^ ^*^e ^J^ 

'Universités, il ne faudrait pas se Og-nrer ^^^^/^^ ^^v^/, 
'éducation où l'on enseignait, toujours, ouel^^^blitr^ ^^ ^^ 



lathématiques; sans doute, dans les Uni^"^^tl\ 
ine Faculté des Arts où l'on préparait ^ d'^^^vl^Mft 
vancées,mais cette préparation se Hn^îts^îi^^^^V 
riçium (d'où le mot trivial), qui cortip^,^ ^^%^ ^ 
a Rhétorique et la Dialectique, pour ixe^j. ^^^^^S^ ^^^ 



umui 




ie 



./ 



\^^^ 






e» 
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Éléments d'Euclide devint, par la sizit^, la source pri^^^^P^.^ 
où Ton puisa la connaissance de cet Oixvra^e capital ^^' ^ 
même, avait ajouté quelques études noxivelles, coVà^^ ^^ 

de la somme des angles du pentagone étoile- L'i'^P^'^*^'' 

mathématicien anglais Bradwardin Ciîaoo-x349) devait aViet 
encore plus loin dans cette voie : il ét.ail>lit des propositions 
générales sur la somme des angles de i>olygones étoiles. 

A côté de ces recherches plus origir^g^l^^^ on continua àe 
traduire les Arabes et, plus tard, les Grecs aussi. L^^ éc.t\Vs 
de Léonard eurent bien toujours qtxelqiie influence dans le 
nord de l'Italie où, 3oo ans plus lax^cl, une ieune scVetice 
mathématique féconde devait se faire jour* de même pour 
d'autres lieux où, durant ces 3oo aràrx^es, les' nroecrès aUaîenl 
se manifester lentement. — Mais nou s rxe* voulons pas insister 
ici sur ces développements, et il r^ous suffira d'indiquer 
quelques exemples des progrès ^ff^otivement réalisés. 

Il faut mentionner, notamment, ciexxx: Ouvraees du tnaibé- 
maticien français Nicole Oresme (envi^^^ ,3 3 1382) * 

Le premier est intitulé rrac^a^^^^ ^^ l^^^.lainibus/orma^ 
rum : les mots longitude et Icttii^^^^ ^^ g^^ p\at\, 

désignent ici la même chose ^^'^Pplici^x'^s^FV'^^Vièrcc'e^/-^- 
dire des coordonnées rectangulaires ; ^^ j, luprend sur- 

tout le sens de ces dénominatiorxs e^n ^^ ^^ ^^ i^s 

coordonnées sont figurées à l'mtér^i^^^ H^^^''Tclaag\e, Aowl 
la plus grande dimension se trouve clsin^ 1 ^^ ^ ^ des abscisses 
(c'est-à-dire de la longitude). Dai^s ^^^ J%f ^"^tnvéseuUliotv, 
les diverses intensités d'un Pl^ériorï^Jr.^"^^ ^tirM ^^^^^^^'' 
comme la chaleur, sont figurées par- 1^^ ^^ '^^ 'es (U^i^^^^^' 
avec les temps correspondants pour sife^ ^'^^^'^^^oneUude),^!, 
par cette méthode, on obtient un ^rsir^h.^^^^s ^ i variations de 
la chaleur en fonction du temps, ^xx rti ^^ ^^ courbe. - 

Oresme fait déjà cette observation tr^^ i^'^^'^ ^" ""^^rauec'estaw 
voisinage des maxima et mininia qvi^ /^Porta. ^^ \^\.\^P^ 
faible. - On voit que rapplicatioti ^^s '^^'^^^ '^^^ées aveclu^; 

est d'une tout autre nature que ch^z: j ^^^^^<ior^ * Grecs, bien 
qu'il paraisse y renvoyer : ^tcepen^^^^ ancien ^ faut très pro- 
bablement admettre que, m directe r^ *^ ixoi:».^ lavoieinfr 
recte des Arabes, il ne put avoir ^ J^J> ni ^> ^^^i^^ance de 
rapplicationgéometrico-algebriq^^ e^ ^^^ ^^^^ rnrdonuées'a 
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l'élude des sections coniques et à la solution des problèmes 
— telle que la faisaient les Grecs. 

Le second Livre d'Oresme porte le titre : Algorismus pro- 
portionum. Nous mentionnerons particulièrement l'inlroduc- 
tion de puissances à exposants fractionnaires y et les règles 
les plus simples pour le calcul sur ces puissances. Oresme 
emploie même une notation spéciale pour les puissances : il 
écrit 4'^ à peu près ainsi : [iPi]4, où la lettre/? (proportio) 
signifie rapport; comme cela ressort de la théorie exacte des 
proportions d'Euclide, les racines de ces puissances sont, 
en effet, des rapports, et les puissances à exposants entiers 
se forment comme des rapports composés. 

Du reste il existe déjà chez les Anciens un précédent ^ 
formation, par cette méthode, d'une puissance à e%P^^^ 
fractionnaire : Archimède montre, effectivement, que ^^ ^, ^^ 
port entre le plus grand et le plus petit segment d'une ^V ^e 
divisée par un plan, est plus grand que le rapport, pï*^^ ^^e 
fois et demie, entre leurs surfaces courbes, c'esl-k-dî^^ 
ce rapport à la puissance |. . ^e^ 

En étendant ainsi aux puissances à exposants fractioï^^^ t>^' 
les règles de calcul des puissances de même base et à - ^ ^^ 
sants entiers, l'œuvre d'Oresme permet déjèi de presse^^^ 
calcul par logarithmes. ^^^. 

Après l'invention de l'Imprimerie, le Livre d'Orestï^^, ^^ ^ 
nous avons nommé le premier fut édité k différentes rep^^^ 0^ 
même auparavant, d'ailleurs, il était certainement ^^ ^ 

répandu. ^ \ 

Le second, au contraire, ainsi que celui de Gliuquet ^<7^^ 
nous allons parler, ne furent imprimés que récemment^ \^ 
pur intérêt historique, et paraissent n'avoir exercé aU^\'^^^ 
influence particulièrement notable : c'est ainsi que Chud^^^ 
précurseur du calcul logarithmique, mais tout autrement ^^^ 
nelavait été son compatriote Oresme cent ans aNantlv>^^^^<> . 
connaît point ce second Livre, Toxis deux, cependant, nièri^i^^ 
dure menlionnés : pour Tépoqiie, et pour \e milieu' é^^ 
indiquent ce dont étaierit capa\.\es des \iommes bien do^^ - 
Ils moairenl, en un mot, jusqxx'^ quel point on était patV^^ X^ 
L^^magedeChuquet aixciviet ïious faisions aWusione^ 



y 



^ 
X 
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lype, pour nous, d'un excellent Traité de l'Arithmétique et de 
l'Algèbre au xv* siècle : il porte le titre de Triparty en la 
science des nombres, et fut achevé en 1484. 

Arrêtons-nous tout de suite au sujet même que nous avons 
déjà trouvé dans Oresme : en effet, quelques problèmes de 
Chuquet présentent indirectement des exposants fraction- 
naires, par exemple le suivant : 

Un voyageur fait i mille le premier jour, 3 le second, 
9 le troisième, etc. ; combien a-t-il fait de chemin en 5 jours 
et demi? 

Chuquet indique effectivement la solution, obtenue en sup- 
posant que la rapidité s'accélère d'une façon continue, et 
selon la même loi que d'un jour au suivant. 

Un autre problème, directement cette fois, exige un expo- 
sant, c'est-à-dire, en d'autres termes, un logarithme : 

Un vase a une fissure par où se vide journellement ^ de 

son contenu; au bout de combien de jours la moitié du 

contenu sera-t-elle écoulée? 

3 1 4 4 1 
La solution 6 -r— — — — est bien celle que l'on trouve par 

5 1 4 4 i 

simple interpolation, ou en appliquant la règle de deuœ fausses 
positions aux valeurs d'essai 6 et 7; mais Chuquet, lui-inême, 
ne trouve pas celte approximation très suffisante. 

Enfin, dans un passage de son Ouvrage, il va jusqu'à donner 
formellement une règle capitale du calcul par logarithmes : 
il établit une série de puissances du nombre 2, avec leurs 
exposants appropriés, et remarque que le produit de deux 
nombres de la première série est le nombre même de cette 
série qui correspond à la somme des exposants des facteurs. 

C'est par voie indirecte, il est vrai, que Chuquet laisse 
entrevoir la compréhension qu'il a des exposs^'^^^ fraction- 
naires, mais, en revanche, il emploie neileï^^^^ dans ses 
notations l'exposant o et les exposants tiéeatUè'^^^^' ^p^"^^ 
nous l'avons vu, Diophante avait des désî û^^^ spéciales 
pour chacune des quantités ^ 

,,'.,, * c^w's» sovi- 

et ses règles de calcul montrent qu'il >^» a^ 
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prendre la concordance de ces grandeurs; Chuquet, lui, 
marque cette correspondance dans la notation elle-même, 
par ce fait qu'il exprime les exposants des différentes puis- 
sances de Tinconnue avec un signe d'exposant, joint au coef- 
ficient numérique par lequel on doit multiplier cette puis- 
sance : ainsi, cet exposant peut être positif, nul ou négatif. 

Négatif, on le désigne par m : de la sorte 7^"* signifie ce que 
nous exprimons aujourd'hui par 7^"'. En outre, Chuquet pos- 
sède un signe pour la racine /i**™^ (mais seulement pour des 
valeurs déterminées de n), et les signes/? et m pour nos 
symboles + et — . — On voit donc qu'il était en mesure de 
donner une représentation limpide à ses équations, et mêïï^^ 
encore à celles de leurs transformations qu'on avait 3^^' 
qu'alors exprimées par des mots. 



a 



lors 



Si Chuquet, nous l'avons vu, ne craint pas d'introduire 
quantités négatives dans ses exposants, il n'y a rien ^ , , ^ 
d'étonnant à ce qu'il ne soit point déconcerté par les ^^. ^ 
lions négatives de certaines équations : il s'entend fort ^\^a, 
à les élucider, — mais, par contre, les solutions Imaglt^^ pt 
auxquelles devrait conduire Tun de ses problèmes parai^^ 
uniquement correspondre à quelque erreur de sa part. i<^ 

Passons rapidement sur des sujets, bien traités sans à^ ^^ 
par Chuquet, mais que nous avons pu voir également iy^ 
des mathématiciens antérieurs, et conlenlons-nous de ^ - r%^ 
tlonner ce fait qu'il applique, et qu'il a même la préieï^^^ ^^ 
d'avoir inventé, la règle de la formation de moyennes g^*^ ^J^ 

deurs simples K|^^J entre deux grandeurs connue^ ^^ 

CL %* — ^ 

et T^ : il l'utilise dans la formation de nouvelles \a\^^ 
d'essai pour la solution plus précise d'une équation don^ 



l^ 



a, 



racine est intermédiaire entre ^ et ^ . 



Les Ouvrages coname ceux, d' Oresme et de Chuquet proo^®^ 
qu'il y avait, aux derniers siècles du moyen âge, des \YOto«^^ 
^pables de contribuer avec originalité au développement* ^t 
Mathemalvques. Leur apparition, la richesse en ptoblètoeS^^ 
en investigations que nous rencontrons cbez Clmquet, *^ 
moignent encore que les connaissances matliématiques, e»- 
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goût de ces sciences, avaient «iojèt p>ris une assez ê'^^ 
extension. Au reste, les manuscrites tirés des bibli^^^^^ ^^^^^ 
d'Allemagne fournissent maintes prouves de ce progrès • ^ *^^^ 
ainsi que, à Munich, on a trouvé liiTio collection de div^^[^^^^^^ 

ments arithmétiques datant du. xiv^ siècle et, d*^ ^^^c/^ 

suivant, de semblables divertiss^rK^c r^ts composés, cette fo/^^ 
non plus en latin mais en allemaincl. 

Il existe également d'autres msinxxscriis du xv« siècle : l'i^^ 
d'eux, où l'on détermine des noinbres parfaits, est écrit &^ 
allemand; et ils attestent tous urx profond intérêt pour 1^ 
théorie des nombres. En outre, vex-s la fin du xv% TAlgèb^^^ 
était venue d'Italie, par delà les A.1 p ^ s ; nous avons une prea-^^e 
de cette origine italienne pour l'-A.lg^t>re, en Allemagne, da^n» s 
le nom de cossische Kunst que l'on c3 on ne à cette science, -^t 
de Cossisten à ceux qui l'exerçaient z oe nom venait, en effes^ *» 
de l'italien cosa, chose, c'est-à-dir^ 1^ c/zose cherchée àVaic*^^ 
de laquelle on opère tout comme si e^lle était connue. En f»-^^ 
de cossistes de marque il nous fant 13 articulièrement signaler 
Johann es Widmann d'Eger (porté ^ i^ date de i48o dansiez î 
listes d'immatriculation de l'Université de Leipzig), donio 
sait qu'il fit des cours universitaires d'Algèbre; ^^^' 
f^^l^^^^^^^^^ 1^ ïWême époque, Chtisio' 

Si, chez eux nous ne trouvons Po.^t^étre pas la réaUsatic^^ 
de progrès théoriques dignes d'ôtre ^^^^ ^ . . n^oins * 
vulgarisation qu'ils développèrent n^^f^^^i '""'^arviemeut d^ 
TAlgèbre devait naturellement en tra^ des atï^'"' 

déments dans la pratique, et prépar^r*^^** ^^^"^ ^^^esproS"^^^ 
plus considérables; ainsi, dans le Xr«-. lerrain ^"^ q^Ici^^ 

adroit et joli pour tout comment J^^rt> ^^ '^^'^™'w hubsC**^ 
Rechnung auf allen KaufifmannschafrA ^^^'^'^^ * ^ déjàl^^ 
signes -1-- et-, et leur emploi n'e^V ^^ ^^'^'^''^ a coi»ï^^ 
une innovation, tandis que les Itali ^^^ ^^^^^^^sidere^^.^^^^^ 

ment, écrivaient encore^ et m. L'On^^^* m^vnQ pos ^ ^^^^it 
en allemand, fut imprimé en i/iSg et l ^''' ^^ ^ " ^"^ lérie^^^^ 
en attestent la popularité. - Dès 1433 ^ ^^^^^^^''^P^^^vaité*^ 
imprimée V Arithmétique dite de Bctr^ ^ ^ 'ei u tr e part, 

Tandis que, dans ce domaine, on all^-^^''^^* neàp^^^^ 

aussi loin que Chuquet, l'Astronomie *" ^" .A^llcmagn ^^^^ 

^^> ^ti ^^oiri traire, ew 
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elle, la Trigonométrie, devaient s*y élever, dès la fin du m( 
âge, à une hauteur considérable. Nous ne parlerons pas. 
de Nicolas Copernic de Thorn (i473-i543) : son nom ap 
tient à l'aube de l'époque moderne, dont il fut un des 
grands précurseurs; mais nous mentionnerons, en revar 
Peurbach et^ particulièrement, son grand disciple R< 
montanus. Peurbach (i423-i46î), professeur àTUniversi 
Vienne, acquit surtout de puissants titres à notre estinn 
introduisant la Trigonométrie de Ptolémée et des Arab< 
de plus, en établissant lui-même de nouvelles Tables de 
assez étendues : de la sorte il prépara les voies où Je 
Millier, ordinairement nommé. Regiomontanus (i436-i 
devait pénétrer bien plus avant. 

Ce.dernier mena une existence fort agitée, tantôt en 1 
tantôt en Allemagne et en Hongrie : il n'avait que qu2 
ans lorsque la mort interrompit son activité débordante , 

son existence errante l'avait mis en contact avec un 
nombre d'astronomes et de mathématiciens; en lta\i< , 

tamment, il devait trouver l'occasion d'apprendre le 
surtout dans le but de continuer l'édition de la Syntc 
Ptolémée, commencée par Peurbach, — et, en même \ 
il fit connaissance de première main avec d'autres ma\ 
ticiens grecs, qu'il prisait fort, eu particulier Bioplianl 

Regiomontanus fit preuve d'une certaine pvédilectio i 
la théorie des nombres : du reste, ce goût fut dévelopï 
lui, aussi bien par les travaux allemands mentionr 
traitaient de celle théorie que par ses relations avec \ 
thématiciens italiens, et il fut ainsi conduit a poser to^ 
série de problèmes assez difficiles sur \a matière, > 
citerons pour exemples : 

Trouver trois nombres carrés q^uv soient en pros 
harmonique; quatre nombres carrés dont la somme sob 
un nombre carré. 

El, s'il ne donne pas les solutions de ces probV i 
semble bien, toutefois, les avoir connues. 

Ses travaux de Trigonométrie ont une portée très 
Mentionnons, d'abord, ses Tailles trigonomètriques, i: 
le premier qui ait employé le système décimal •. sesT 
sinus, rédigées en dernier Ue\i, vont de minute en ir 
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comme il égale le rayon à lo"', la précision obtenue est la 
même que dans une Table à 7 décimales, sans que, toutefois, 
les fractions décimales proprement dites fussent déjà en 
usage ; — de plus il a calculé une Table de tangentes de degré 
en degré. 

Pour ce qui concerne l'emploi des Tables, d'autres avaient 
cherché depuis longtemps à faire connaître les parties les 
plus importantes de la Trigonométrie sphérique arabe, jusqu'à 
Geber inclusivement, mais c'est Regiomontanus qui établit 
définitivement cette Science en Europe, d'autant que par ses 
recherches personnelles il l'avait notablement développée. 
Ceci assurait à la Trigonométrie sphérique, ainsi qu'à la Tri- 
gonométrie plane, une existence propre, indépendante de 
l'Astronomie : à ce point de vue Regiomontanus a joué sen- 
siblement le même rôle en Europe que, chez les Arabes, deux 
cents ans auparavant, le savant Nassîr Eddîn qu'il ne connais- 
sait point. Regiomontanus réalisa tous ces progrès dans son 
Ouvrage le plus important, intitulé : De triangulis omnimodis 
libri quinque; avec son habituelle piété pour Peurbach, il 
lui attribue le plan de ce livre. 

A la vérité, tous les problèmes sur la détermination des 
triangles, à l'aide d'éléments donnés, y sont systémati- 
quement établis et traités comme chez l'auteur persan-arabe 
en question qui, lui, couronnait l'œuvre de toute une école 
antérieure; mais, d'autre part, Regiomontanus pose une foule 
de questions qu'il traite par des méthodes variées, et il four- 
nit de cette façon la matière et les instruments nécessaires 
pour de plus amples investigations : par exemple, s'il s'agit de 
la détermination trigonométrique de deux côtés d'un triangle 
plan, connaissant le troisième côté, la hauteur et l'angle 
opposé, il la fera résulter de la construction géométrique d'un 
triangle ainsi défini; de même, il détermine algébriquement 
un triangle avec un côté, la hauteur abaissée sur ce côté 
et le rapport des deux autres, en prenant pour inconnue la 
demi-différence des segments déterminés par la hauteur sur 
ce côté. 

Dans le traitement d'un problème capital de Trigonométrie 
sphérique, Regiomontanus offre encore sur Nassîr Eddîn 
l'avantage de déterminer directement un angle d'un triangle 
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les constructions de perspective j>ar des règles mathéma- 
tiques. 

Retournons maintenant en Italie où anrès la lo»?*^^ '^^ 
riode obscure, nous avons vu apparaître Léonard de Pise 
comme le premier mathématicien véritablement digne àe« 
nom, et où, trois cents ans après lui. allaient être faites des 
découvertes qui devaient ouvri r aux Mathématiques une è« 
nouvelle; c'est bien là, du reste, q,aW son S^^r toute la 
Renaissance, tant pour les Science^ „. iJ Letttes,eV 

c-es. d-UaUe ,„e Leu,e, e, Sci^^SS: ^^^rpl'e^.»- "^ 
voisins. Nous rencontrons ea T^^^ ^-«vaieni p** /;?,, ,^iq\ 

la même union de l'Art et de^^îl^'"** ^« ^'""' ^'^t che 
Albrecht Durer : comme lui,^J ^Vlathématiques que che 

et architecte, s'occupait profo^^^ ^""^""^ P^'"""^^ ,p eU 
Mathématiques, tout en prat^o.^r*"™^»* ^^ Pl»ys.que e de 
slructions géométriques. Ingé2^*f'^* *^*^ *"*^'"^' I" 

la Statique : il connaissait, Jar f ^''' '* '^^^^^^ "*''''^' .rT 
vile des pyramides, et traita de ^?^"^Ple, le centre de gra- 
malique qui consiste à détermitr^'**^ ^« problème de Une- 
un point d'un plan dont dei/l^-** '^ chemin que parcoun 
points fixes. ^ «droites glissent sur des 

Le degré d'avancement qu© j. , ,• 

immédiatement avant l'ère des ^** vivait atteint en uavie, 
indiqué par un Ouvrage très été tirt ^''^itis procès, noi/s es 
de Arithmetica Geometria ^^o **® Luca Çacinoio'. Summ« 

Ce Livre, il est vrai, ne témoi -^*^''* 



^on.i 



principes mathématiques aussi *^^s urx^ P^'^^^^^^^^^ 

dait déjà Léonard de Pise, mais ^^^^<ie q^^ ceKe que p^?^^^; 
tion assez large et fournit ^* ^^^ ceper^^^^^ ^^ ^^"^^^^^ 
théoriques et pratiques. Le po^ ^^^tibr^ *>^^^ appKca^'^^''*' 
traité, imprimé à Venise en i4o>^^* ^ïïiport^^'^^' ^'^^^ ^^^ ^^ 
les mains de ceux qui, à répoaii^' ^^ ï^énair* ^^i^ ' ^^ était entre 
particulier les promoteurs de 1* a i "^^nte ^devaient eire^» 

point de départ commun et, ^^^^*^ï"e ; i{^ y irouvèrenl un 
prendre les uns les autres, et jo** ^^ à lu^^ T^^^"^ ^^ ^^^' 

Les trois siècles qui suivirent I^-^^^ leur* 
employés, surtout, à propager les ^^^^ï"cl d^ 
que possédait déjà ce savant, d^ ^^*^^aiss 
pussent servir de point de dép^^^^^^ièi-^ ^ 
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ces ressources 

aux développe- 



Ployer l'AlgéZ "^'^ Procéda Jl^onomélrie : on possé- 
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"■'^ «««/v// ^•'""fé à j'A/s^l * ^^^oL^.,^** apprit ^ ; ^ 
«coniques. L !"' '« traitem.». ^. _ *»« - et la ^^ ^ 
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bien que l'on possédait le Calcul infinitésimal dès la fia du 
xviP siècle. 

Enfin, les tentatives mentionnées de la fin du moyen âge 
aboutirent à un emploi réel des logarithmes. 

Au terme de notre esquisse de Tbistoire des Mathématiques, 
dans l'antiquité et au moyen âge, nous avons cru pouvoir 
anticiper légèrement sur l'avenir pour mentionner les grands 
progrès qui ne devaient se réaliser que dans les siècles sui- 
vants; cependant, par là, nous aurons peut-être mieux fait 
comprendre la raison pour laquelle nous nous sommes arrêtés 
si longtemps aux Mathématiques de l'antiquité grecque : ce 
n'est pas seulement le grand intérêt qu'elles éveillent, pour 
elles-mêmes et en elles-mêmes, en tant qu'anneau de la série 
des nombreuses connaissances acquises à la fin du moyen 
âge, mais c'est, en même temps, parce qu'elles sont la propre 
source où Ton ne cessa de puiser une énergie intense pour le 
progrès — quand on eut appris, toutefois, à l'exploiter, et à 
combiner avec des idées aussi fertiles que nouvelles et origi- 
nales les suggestions que l'on en sut tirer. 
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Les pages citées ne sont pas les seules où Ton trouve les noms et les mots 
indiqués, mais celles qui contiennent quelque renseignement positif sur le per- 
sonnage ou la matière en question. 



Abaques, Abacistes, 248, 271-272. 
Aboul Wâfa, a52, 266-267. 
Agrimenseurs {arpenteurs romains) j 7, 

248. 
Ahmès, 8. 

Alchaijâmi {Omar), 260-262. 
Aldschebr et Almukâbala, 253-254« 
Algèbre géométrique, 3o, 34-4^* ^^1 

88-92, 119-120, 122-126, i66-i68, 

173, 178, 205. 
Algorithme, Algorithmiciens, a52-253, 

271-272. 
Alkarchî, 256-261, 265. 
Alkftschî, 265. 
Alkhodjandi, 265. 
Alkhovarizmî : voir Mohammed. 
Alkouhî, 262-263. 
Almageste : uoir Syntaxe. 
Almukâbala : voir Aldschebr. 
Alnasavî, 256-257, 

Amiables (Nombres) : Doir Nombres. 
Analemme ( Ouvrage de Ptolémée ) , 

193-195, 243, 266, 270. 
Analyse, 75-88. 
Analysis situs, ii3. 
Angle convexe, i33. 
Antiphon, 56-57. 

Apagoge ou transformation, 8o-85. 
Apollonius de Perga, 20-22, 46, 66, 

87, i36, i63-i82, 189, 25i. 
Application des surfaces, 27-30, 36-42, 

123-127. 
Archimède, 19-20, 22, 33-35, 47? 49> 

64-67, i36, 140-157, 159-163, 178- 

Z. 



181, 188-189, 204-205, 25l, 262-263» 
279- 

Archytas de Tarente, i3-i7, 69-71. 

Arénaire, 011 Calcul de sable {Œuvre 
d' Archimède), 20, 47* 

Aristarqùe de Samos, 21, 185-187. 

Aristée, 21, i63. 

Aristote, i5, 56, 58, 277. 

Arithmétiques {Ouvrage de Diophante): 
'voir Diophante. 

Arithmétique géométrique, 3i-34, 204- 
2o5. 

Arpentage, 7, 22-23 ; voir aussi Agri- 
menseurs. 

A 

Aryabhatta, 219-220, 229, 232, 243. 

Astrolabe, 193. 

Axiomes, 92-114. 

Babyloniens, 6-7, 47. 

Bachet de Méziriac, 21 5. 

Bhâskara Acarya, 220, 232-243. 

Bolyai, ii3. 

Bradwardin, 278. 

Brahmagoupta, 220, 229, 2'f2-243. 

Bryson, 57. 

Calcul dactylique, 224. 

Calcul du sable : voir Arénaire. 

Calcul numérique, 47» '83, 23o-235; 

voir aussi Numération. 
Campanus, 277-278. 
Carrés magiques, 264-265. 
Centre de gravité, 146-147, i55-i56, 

200, 286. 
Chinois, 227, 238, 264. 
Ghuquet, 279-281. 
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Gissoïde, 199. 

Combinaisons, 341- 

Gonchoïde, 67, 199. 

Gonclusion, 83-84* 

Gongruence, 98, 105-107. 

Coniques (Sections) : voir Sections. 

Gonoïdes et les sphéroïdes ( Les ) {Ou- 
vrage d'Archimède, et nom de sur- 
faces)^ 20, i49-i5i, 160-163, 181. 

Construction géométrique, 72-74, 83-84. 

Contacts (Les) {OEuure d* Apollonius), 
21. 

Coordonnées, 4» 7'» i65-i68, 193, 278. 

Coordonnées polaires, i5i. 

Coordonnées sphériques, 192. 

Copernic, 21, 288. 

Corps flottants {Ouvrage d'Archimhde), 
20, i56. 

Cosinus, 10; formule de cosinus, 285. 

Cossisten; cossische Kunst, 282. 

Courbe gauche, 70. 

Courbes spiriques, 199. 

Cubique : voir Équation du troisième 
degré, Nombre, Racine. 

Cyclique : voir Méthode. 

Cylindre ( La sphère et le ) : voir 
Sphère. 

Data {Ouvrage d'Euclide), 20, 38-39, 
87-88, 126-127, i84-i85. 

Définitions, 27, 92-109, ii5. 

Délien (Problème) : voir Duplication 
du cube. 

Délimitation : voir Diorisme. 

Demi-réguliers ( Solides ), 20, i36. 

Démocrite, 10, i3, 55. 

Démonstration, 83-84. 

Desargues, 177. 

Descartes, 72, 200. 

Développée, 182. 

Dinostrate, 16, 62-63. 

Dioclès, 21, 199. 

Diophante, 25, 206-217, 235-239, 25 1, 
258, 283. 

Diorisme, 81, 84, 86, i25, i53, 263. 

Divertissements arithmétiques, 282. 

Duplication du cube, 67-72. 

Diirer (Albrecht), 285-286. 

Ecthèse, 80-81. 



Éléments, 86-88. 

Eléments d'Euclide, L. I, 36, 40, 78, 

75, 88, 92-93, 94-1^4- 
Eléments d*Euclide, L. II, 36-42, ^7, 

88, 184. 

Éléments d'EncIide, L. III, 88-89, 97» 

102. 
Éléments d'Euclide, L. IV, 89. 
Éléments d'Euclide, L. V, 57, 89, lo^, 

114-122, 137. 
Éléments d'Euclide, L. VI, 36-38, 89, 

93, 114, 119, 122-125. 

Éléments d'Euclide, L. VII-IX, 44, 90, 

120, 127-130, 2o3. 
Éléments d'Euclide, L. X, 32, 44, 46, 

90, i3o-i32, i34-i35, 137, 275. 
Eléments d'Euclide, L. XI, 90, 96, io3, 

106-107, i32-i34. 

Éléments d'Euclide, L. XII, 90, i34 
i36-i42. ' 

Éléments d'Euclide, L, XIII, 90, iSf 
i36. 

Éléments d'Euclide, L. XIV-XV 21 
92, i36. ' ' 

Ellipse, i5x, ,60; -voir aussi Sections 
coniques. 

Ellipsoïdes : ^,o£r Gonoïdes, etc. 
Epicycloïdes, 285. 
Équation de Pell, 239. 

Équations cubiques *: ^oir Equations 
du troisième de^^ré. 

Équations doubles, 211. 

Équations de second degré, 27-29 36- 
5i, 122-127, ^GS, i83, 233-237,'25i, 
255-258, 271. '' ' 

Equations du troisième degré, 65-68 

i52, 178-181, 199, 26i-263,'287. 
Equations indéterminées, 43, 48-4q 

204, 210-217, 237-241, 258, 2-72- 

274. ^ 

Équilibre, 154-157. 
Équilibre des figures planes (Ouvrage 

d'Archimède), 20, 146; i,or> aussi 

Équilibre. 
Ératosthène, 19, 21, 22, 71, iga^ 204. 
Euclide, 11, 20; voir aussi Éléments, 

Data, etc., et passèm, 
Eudème de Rhodes, 17, 25, 27, 58-59. 
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Eudoxe de Cnide, i3-i6, 21, 7,, 72, 
«9-90, 114-115, i36-,37, i85-i86, 
^99- 

Eutocius, 44, i53, 262. 

Exhaustion, 56, 63, 85, i36-i54. 

Exposants fractionnaires et négatifs, 
279-281. *^ 

Fausses conclusions {Ouvrage d'Eu- 
clide), 20, 91. 

Fausse position (Règle de la), 8, 207, 

232-233, 261, 272-275, 280. 
Fermât, 217. 

Figures semblables, 3-4, 93, 122, i25. 
Founer, 23 1. 

Foyers des coniques, 173. 
Fractions continues, 48, 287-238. 
Fractions sexagésimales : <voir Sexa- 
gésimal. 

Geber (ou Djâbir ibn Aflah), 266-267, 
270. 

Géométrie calculante, 183-191. 
Géométrie descriptive, 193. 
Géométries euclidienne, non eucli- 
dienne, projective, iio-iiS. 
Géométrie sphérique, 22, 191-198. 
Gerbert, 248, 271. 
Gnomon, 3 1-37, 92, 206. 
Guldin, 200. 
Halley, 174. 

Harpedonaptes, 10. 
Hau, 8. 

Hermotimus, 87. 

Hérodote, 46. 

Héron d'Alexandrie, 28, 5o, i83-i84, 

25l. 

Hipparque de Nicée, 22, 190-195, 25i. 
Hippias d'Elis, i3, 62. 

Hippocrate de Ghios, i3, 58-6i, 68-69. 
86. 

Hippopède, 199. 
Hydrostatique, i56. 

Hyperbole, 71; ^oir aussi Sections co- 
niques. 
Hyperboloïdes ; 'voîr Conoïdes, etc. 
Hypothèses de la Gréométrie, 92-114. 
Hypsiclès, 21, i36. 
Ibn Jounos, 270. 
Incommensnrables ; nfoir Irrationnelles. 



Infini, 52-57, i37-i38. 

Intégration, intégrale définie, i42-i54, 

i56. 

Intercalation, 61, 64-67, 7^, i5i; les 
Intercalations {Ouvrage d'Apollo- 
nius), 21, 66. 

Intérêt (Calcul de 1'), 282. 

Interpolation, 190-19^. ^66; n>oir aussi 
Fausse position. 

Inversion (Méthode indienne), 233, 

272. 
Irrationnelles (et Incommensurables), 

27-29, 43-52, ii5, i3o-i32, i34-i35, 

235, 259-261. 
Involution, 177. 
Lagrange, 98, 241. 
Legendre, iii-ii3. 
Lemmes d'Archimède, 20, 64, 263. 

Léon, 86. 

Léonard de Pise, 271-278. 

Léonard de Vinci, 286. 

Levier, i54. 

Lieux à trois ou quatre droites, 17b- 

m. 
Lieux en surface {Ouvrage d'EucUde), 

20. 
Lieux géométriques, 71, 87. 

Lieux plans, 87, i?^- 

Lieux solides, i63, 174-176 (Ouvrage 

d'jéristée), 21, i63. 
Lîlâvatî : njoir Bhâskara. 
Lobatschewsky, ii3. 
Logarithme, 279-280. 
Logistique, 28, 2o3. 
Lunules, 58-6o, 
M:aximum et minimum, 82, i74, 179" 

180, 278. 
IVT^Snechme, 16, 71, 72-74, i57-i63. 
IVt^nélas, 22, 190, 195-197' 266-268. 
IVténon {Dialogue de Platon), 4o. 
IVtesure du cercle {Ouvrage d'Archi- 
mède), 20, 49, 188-191. 
M:^thode analytique, 75-87. 
M:éthode cyclique des Indiens, 240. 
IMohammed ibn Mousâ (Alkhovarizmî), 

253-256. 
Mloyennes proportionnelles (Deux ou 
plusieurs), 69-71, 120, 129, 260. 
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Nassîr Eddîn, 25o-25i, 267-2G8. 
Nemorarius {Jordanus)^ 277. 
Négatives (Quantités), 3o, 4^? 336. 

254* 281. 
Nicomaque, 24i 34, 3o5, 248. 
Nicomède, 21, 67, 72, 199. 
Nombres, 62; voir aussi Théorie des 

nombres. 
Nombres amiables, 28, 264. 
Nombres carrés , 10, 3i-34; ( Somme 

des), i49-i5o, 241, 265. 
Nombres cubiques, 10, 34, 2o5 ; (Somme 

des), 2o5, 241, 365. 
Nombres parfaits, 28, i3o, 282. 
Nombres plans. Si. 
Nombres polygonaux, 34, 2o4-2o5. 
Nombres premiers, 128, i3o, 204. 
Nombres pyramidaux, 34, 2o5. 
Nombres semblables, 3i-34. 
Nombres solides, 34- 
Nombres triangulaires, 28, 33, 4^* 
Normales, 164, 181-182. 
Notions communes : voir Axiomes. 
Numération, 3, 46, 222-231. 
Oloug Beg, 261, 263. 
Oresme {Nicole), 278-279. 
Paciuolo (Luca), 286. 
Pappus, 24, 67, i36, 173, 199-200. 

Parabole, 71, 140, 146-149; voir aussi 
Sections coniques. 

Paraboloïdes : voir Gonoïdes, etc. 

Pentagone régulier, 5, 28, 42, 89, i35. 

Permutations, 241. 

Persée, 21, 199. 

Platon, i3-i6, 28, 4o, 55, 71, 80. 

Polaire, 171; voir aussi Triangle po- 
laire. 

Polyèdres réguliers, 21, 26-28, 90, 92, 
i32-i36. 

Polyèdres semi-réguliers : voir Demi- 
r^guliers (Solides). 

Porismes (Ouvrage d'EucUde), 20, 196. 

Position ; voir Fausse position ( Règle 
de) et Système de position. 

Postulat, 91, 94-1 14, 145. 

Preuve par neuf, 253. 

Principe d'Archimède, i56. 

Problèmes, 72-82. 



Problème délien : voir Duplication do 

cube. 
Problèmes plans, 68, 174. 
Problèmes solides, 68, 70, i53, 17^- 

182. 
Progression arithmétique, 8, 33-35, 

i49-i5o, 233, 272. 
Progressions géométriques, 8, 54, 120, 

129, i3o, 233, 272. 
Projections (orthogonale et stéréogra- 

phique), 192-193, 200. 
Proportions, 29, 89-90, 1 14-127, 260, 

279- 
Protase, 8o-83. 

Ptolémée, 22, 5o, 189-198, 220. 242, 
25 1, 266-269, 271, 283; voir aussi 
Théorème de Ptolémée. 
Puissances, 120, 129, 260; voir aussi 
Exposants fractionnaires et négatifs. 
Puissance ( d'un point par rapport à 
une circonférence), 42, 89; vo/r aussi 
Théorème de puissance. 
Pythagore, Pythagoriciens, 12, 26-36, 
48, 52-53, 2o3-2o5 ; voir aussi Théo- 
rème de Pythagore. 
Quadratiques ( Equations) : voir Equa- 
tions du second degré. 
Quadratrice, 62-64, 186, 200. 
Quadrature de la parabole {Ouvrage 

d'Archimède) y 20, 1 46-1 49* 
Quadrature du cercle, 56-64 ; voir aussi 

Mesure du cercle. 
Quadrivium, 276. 
Quantièmes, 8. 
Racine carrée, 4^*52, i3i, 187-190, 

232, 236, 259-261, 270, 271-273. 
Racine cubique, 68-70, 232, 259-261, 

271-273. 
Rapports composés, II 8-I2I. 
Regiomontanus (Johann MûUer), 283- 

286. 
Règle de la fausse position : voir 

Fausse position. 
Règle des quatre grandeurs, 197, 266, 

268. 
Règle de trois, 232-234, 257. 
Règle et compas, 61, 66-67, 9^* 
Résolution, 81-87. 
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Riese (Adam), 282. 

Rudolff (Christoph), 282. 

Sections coniques, 20, 66-67, 71, i46, 

i5i, i53, 157-182, 199, 261-263, 285. 
Section de Tespace {Ouvrage d'Jpol- 

lonius)^ 21, 178. 
Section de raison {Ouvrage d'Apollo- 
nius)^ 21, 173. 
Section déterminée {Ouurcige d'Apol- 
lonius), 21, 177. 
Séries infinies, 54^ i4o-i43, i4B. 
Sexagésimal (Système, Fraction), 10, 

22, 47, 5o, 190, 264, 271, 275. 
Siddhântas, 25 1; 'voir aussi Sourya S. 
Sinus, Tables de sinus, 189, 190, 196, 

242-243, 25i, 263, 265-268, 283-285. 
Sourya Siddhânta, 219-221, 242. 
Sphère et le cylindre (La) {Ouvrage 

d'Archimède), 30, i45, i5i-i54, 179- 

181, 263. 
Sphéroïdes : voir Conoïdes, etc. 
Sphœrica {Ouvrage de Mené las), 22, 

195-197. 
Spirales (Les) {Ouvrage d'Archi- 

mède)y 20, 33, 64, 66, i49-i5i, 199. 
Stéréométrie élémentaire, 90, io3, 106, 

108, 1 32-1 36. 
Surface : voir Application des surf.. 

Théorème de surface. 
Surface sphérique, i5i, i53. 
Suter, 264. 
Symboles (ou Langage symbolique), 

208-209, 236, 258, 269, 270, 281, 282. 
Symétrie, 106. 
Syntaxe (La grande) {Ouvrage de Pto- 

iëmée)^ 22, 190-191, 195-198, 25i, 

266-269, ^7^» ^83. 
Synthèse, 75-86; Système synthétique, 

91-94- 
Système décimal, 283 ; voir aussi Nu- 
mération. 



Système de position, 221-282, 252-253, 
272. 

Tables des cordes, 5o, 189-191, 194, 
242. 

Tables de sinus : voir Sinus. 

Tables de tangentes, 266, 284. 

Tangentes, i5i, 166, 170-173. 

Tannery (P.), 59. 

Thâbit ibn Korra, 264. 

Thaïes, 12, 25-26. 

Théétète, 45-46, 90, i3o. 

Théon, 277. 

Théorèmes, 72-75, 81, 84-86, 

Théorème de Ptolémée, 190-191. 

Théorème de puissance {sur les co- 
niques), 162, i63, 171, 176. 

Théorème de Pythagore, 27, 29, 37- 

42, 89, 92, 125. 

Théorème de surface {sur les coniques) , 

169, 171, 175. 
Théorie des nombres, 29, 121, i28-i3o, 

204, 21 4, 217, 235-24 î, 264-265, 282- 

283. 
Tore, 70, 199. 

Transformation : voir Apagoge. 
Triangle polaire, 268. 
Trigonométrie, 22, 184-198, 242-2^3, 

263-270, 283-285. 
Trisection de Tangle, 62, 64-67, 178, 

263. 
Trivium, 276. 
Unité, 127. 
Varron, 248. 
Viète, 67, 275. 
Vîjaganîta : -voir Bhâskara. 
Werner {Johann), 285. 
Widmânn {Johannes), 282. 
Zénodore, 21, 199. 
Zenon, 53-56. 

TU, 9, 187-189, 243, 256. 
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111« Partie : AppUcMiofé^ fie let science des nombres à la science de 
l'étendue, -i' édition. In-B , avec figures ; 1 88*2 7 fr. 5o c . 

IV Partie : Applicateic^rt, dcx wnéthodes générales à la science des 
forces. 2« édition, ln-8, avec figures ; 1886 7 fr. 5o c. 

V« Partie • /^Trïu-'"^'^ ^r>j>liccttion des méthodes à la science de 
nomme moral. '>. édition . In-B ; 1 870 • 2 fr. 
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par l'Académie française.). 

"**^\ffif?ïiec»m1S?,o''®"'' ^? Mécanique et Examinateur d'admis- 
«t°BhvBSw8- Polit 11^-8^1^-^-- ^autoîre des Sciences mathématiq.ei 
!,* %'l_ Première période ekévirs, titre en deux eoulouR. 

aJ^I ■ D'Jristarque a Hir,^^^^'^^ Thaïes à A ristarque. — Deaiim 

foloplumiei i883 ff^^'^fue. -Troisième période : D'Hippar^nc 

Tomell.-Qiainèntiepérioci© -" ',\'"n"". ••• ^^'■ 

période -. De Copernic « f^ièe^ . ,' ^^^ Otophante à Copernic. -Cinquième 



Tomelll.- Sixième période - /» V^'.: •••• ^^■ 

De Kepler à Descartes i , 883. //■'^ ^""e à Kepler.- Septième période: 

TomelV.-H«iVe"'e période -" */»* A •• «f'' 



Tome VI.- 0™e Période -. O. ^^ •;;: — ••;•,-, • 6fr. 



Tome VII— Onzième période - 'r^'' ^''*"'" « ^«ter{ suite v'VssV fifr' 



Tome Vin - Onzième r>é»^; ," ^ Newton à P,.i^ ;--"-.') •«"'J- "» 
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période : De Lagrango .V Z.«oX7« •- J^'£ulerà T ^ ' 

^ Tome X. -Treizième pé/ioA ' * ^«6 . . ^ ^grange (fia). .. x^eiziè 

Tome XI. - Quinzième ^ « ^o,,^,-, . §'^"«ge „ La,,i„^^ 
-—XU. -^Seizième r^Ji?^® = he f,..J 'l ( 



^/•«..o A f/^-S"'»»»?... 



1, 



Tome XU. — ae'zierne r^ - ^^« ' Ife k- ' 

cSupnrain.; .888.. . ,^ Période : ^.'^"«'•'«'- « 4 

-^ --^-^-IJ ■ • - • . . '^" « Meiet a.'.: ■;■ 

29*Z'U Paris. - Imprimerie ^ — —- ^__* * ' • * "'W? Gco/; 

■^'*'^» VUS „ 
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